رت وتو 
۰ 


شی تی حس ات تا سس ند ی لد ۲ تن سس ۰ 
کت اس تا او که 
ِ 2 


۰ ۳ 
۱ 4 ظ 
۳ حِ ۰ ۳ عیام ۱ 2 ۱ ۲ 2 4 ۲ 
۶ سم وود 7 کِ 
۴ مسر ور 2 2 5 
2 رس مومس مرول یی اه ما اس ۰ 
ی 7 ت ۲ سس . 


حبرو آنالیز 


سال چهارم 


آموزش متوسطه عمومی 


دیاضی و فیز یک 


۷ سماسای 


توق مادی این اثر متعلق به وزارت 


آموزش و پرورش است 


ند بدآورندگان 


ملفان 8 ۵ غلامردا عدجدی و جلیل‌الله قراگزلو 9 هدایت‌الله موسوی 


این کتاب در سال ۳۵۳۷ شاهنشاهی بوسیله وزارت 
7 


موزش و پرورش مورد تجدید نظر قرار گرفته است . 


صفحه پر داز 1 فاطمه سقانژاد تهرانی 
چاپ از 1 چاپخانه پیروز 


فصل ا - بادآ وری و تکمیل 


فصل ۲ - بررسی تفییرات توابع 


فصل ۳ دیفرانسیل و انتگرال 


به‌نام خدا 


۱۳۷ 


م‌ 


معد یه 


اگر به پیشرفت انسان در زمینه‌های علوم وفتون توجه شود ملاحظه خواهد شد که از اواخر 


فرن‌هفدهم میلادی به‌اینطرف این پیشرفت چشمکیر وانقلابی بوده است. درحال حاضر نیز گسترش " 


تکنيك وصنعت » شکفت‌انگیز و حتی رعب آسا می‌باشد. دست اندازی انسان به کرات آسمانی 
نشانة گسترش همه جانبه صنعت است . 

عامل اساسی و ريشة باطنی این پیشرفت تحول در ریاضیات وکاربرد آن‌ها در اکشر علوم 
وفنون از جمله فيزيك » نجوم » مهندسی ‏ شیمی ‏ افتصاد ؛ زمین شناسی» زیست‌شناسی وحتی این 
اواخر برحی از شاخه‌های علوم اجتماعی بوده است. این تحول باپیدايش مفاهیم مشتق وانتکر ال 
دراواخرفرن هفد‌هم میلادی آغازشد وافتخار پیدایش آن راباید از آن اسحق‌نیو تن و کا تفرید لاینیز 
دانست.این مقاهیم‌را کد نما ندند ومر ثب درحال تو سعه و تعمیم بودند. درفرن نوزدهم دو تن‌ازریاضی- 
دا نان‌بزر کث‌به‌نامهای آ گوستین کشی و بر ناردریمان مفهومانتگرال را به طوردقیق درقا لب دریاضیات 
بیان کردند واين منهوم بعدآدراوائل قرن‌بیستم توسطریاضی دان نامی هنری لیگ توسعه یافت. 

درکتاب حساب وجبر سال سوم با مفاهیم حد وپیوستگی ومشتق آشنا شده‌اید در این کتاب 
ابتدا این مطا لب دا بررسی کرده و درجهت تکمیل آن مطا لبی اضافه می کنیم » سپس به بردسی 
تغییرات ورسم نموداد برخی‌از توابع ومسائل وابسته به ] نها خواهیم پرداعت. سرانجام بامطالعة 
مختصری در مورد دیفر انسیل » تابع اولیه ء و مفهوم ابتداثی انتگرال و کاربرد آنها کتاب را 


به‌پایان می‌رسا نیم . 


:تست اخوست سای مب 


۳ 
رح 


تسس ریز 


فصل ۱ 


یاه وری و تکمیل 

یشتر مطالب این فصل همان مطالبی است که در کتاب حساب وجبر سال سوم با آنها آشنا 
شده‌اید . چون این مطالب اهمیت زبادی دارند آنها دا یادآدری نموده و در جهت تکمیل آنها 
معا لیی انافه می نما یم . 

۱-4- تعریف تابع- فرض کنید ۸و( دومجموعه باشند . ۶ زير مجموعةٌ از حاصلضرب 
دکارتی 3[ < ۸ ( یینی يك رابله از هر به 39)را يك تابع از ۸ به 18 گویندهر گاه ۵(6۶,ه) 
د 6۶(,و) » آنگاه "ود . به عبارت دیگر 7 مجموعه ایست ازجفت‌های مرثب در3 < ۸ 
به قسمی که هیچ دو عضو متفاوت ] دارای مژ لفه‌های اول مساوی نباشند. مجموعً مو لفه‌های اول 
اعضای تابع ] را دامن (دامنة تعریف) ۲ ومجموعة مو لفه‌های دوم اعضای ۶ دا برد] می‌خواتد 
وآنها را به ترتیب با :(] و :۲ نشان می‌دهند . وقتی ( 7 ود) عضو دلخواهی از ۶ باشد ب را 
مقدار تابع ] در می‌خوانند و معمولاآن را به‌صورت() ]ع< 7 می نویسند . دراین مقام‌مو له 
اول » یعنی »ز ‏ را متفیر مستقل و مولفهٌ دوم » یعنی 7 ؛ دا متفیر تابع می‌خوانند» توجه کنید که 
تابم ] »که مجموعه‌ای از زوجهای مرتب است. بامقدار آن در > ؛ یعنی (ع) # : فرق دارد. 

هر گاه ] تابعی از ۸ به 3[ باشد » مو لفهٌ دوم هرزوج مر‌تب در ] بطور یگانه‌ای از روی 
بو له اول آن زوج مرتب مشخص می‌شود و بدین ترتیب از روی ؟ قانون یادستوری بدست 
می‌آید که به كمك آن می‌توان به هرعضو »و از :(1 بك وتتها يك عضو سل به 0[ متاظر 
ساخت به‌قسمی که ۶ع(۷,عد) . به عکس هر گاه دستود یاقانونی داشته باشیم که به هرعضو ع از 
يك زیر مجموعة ۸۸ يك وئنها يك عضو[]عنورا نسبت دهد» مجموعة همة زوجهای مرتب (7,ع) 
که به این ترتیب حاصل می‌شود تابمی از ۸ به(] خواهد بود. اذاین دوی معمولا بر ای‌مشخص 
کزادن تابع دامنة آن وقا نون یادستور را می‌دهند ؛ وا گر دامنه داده نشود باید آن را بزد گترین 
زیر مجموعه‌ای از مجموعهٌ جهانی (مورد بحت) اخثیار کرد که آن قا نون برای‌آن زیر مجموعه 
بامی است . وقتی ] تابعی است از ۸ به 13 معمولا می‌نو بسند 19+ وار:ع ودرصورتیکه هر 32[ 
وقاتون تابم مشخص باشند به نوشتن (د) ۶ج و : یا (عد) ۷-۶ اکتفا می کنند, 

هر گاء دامنه وبرد تابعی زیر مجموعه‌هائی از[ یعنی مجموهٌ اعداد حفِمی» باشتدآآنگاه 
آن ۶ پع‌دا يك تابع عددی یاحقیقی می‌نامند . درد این کتاب اغلب سروکارمان باتو ایع ح2تني‌است. 


۳ 


مث-ال ٩‏ سس فرض کنید(۷ ,6 ,۷۲,۲ ,۵) ۸ ۱,۲,۳,۴(9) <18. شکل‌زیر تایع 


] از ۸ به 13 دا مشخص می کند . 


دامنه ویرد ۶ ودستور (عر) 6 7 را مشخص کنید » مجموعة ] را بو یسید. 


حل- باملاحظهٌ شکل معلوم می‌شود که دامنه وبرد ۶ چنین است. 
(8 ,7 ,۲) -- »۲ 


1۱ < )۱, ۲( 


دستور () ]ح ۲ آنرا مشخص کنید 


مجموعهٌ ] جنین است: 
((۲ , ع) و (۴,۲) و (۱, ۷۲))-- ۲ 
مثال ؟- معین کنبد رابطةٌ زیر تابع است یا یر : 
(۱<۰- ۲+۲۲ | (وید) ) یط 
جواب ب- بدیهی است که این رابطه تابع ثبست زیرا مثلا به ازای ه < عو دو مقدار او 
۱-- برای ۷ بدست می‌آید . 
مثال ۳- دامنة تعریف اتابع ذیر دا مشخص کند: 
(۱-۰۱ < ۲ | (ور») ) -- 1 
وا شیارا ی یت 


1 )۷ | »< ۱۱ 


2 
رم وت دمص ج) و مشخص شده است عین 


جواب- دامنه تعریف‌تابم چنین است ] (۱ 


در این کتاب معمولا " بجای " تابم ۶ با ضابطه  )۷(‏ « " عبارت | 
تابع () ۷-۶ " بکاررفته است  .‏ ۳ 
نمر.بن : 0 
۱ - آیا مجموعهٌ زیر تابمی را نمایش می‌دهد يا خیر: 
((۱,۵) و (۴,۲) د (۳,۵) و (۱,۲)) ع ] 


- در رابطة زیر اصلاحی بکنید تانابعی را نمایش بدهد 
۳- امودار تابع دير را رسم کنید 


م - نموداد تابع زیر را رسم کترد 


۵- نمودار تابع زیر را رسم کنید 


۶- کدام يك از دستورهای زیر يك تابع را مشخص می کنند. 
(17۲-- ۲و ) 2 1 ٩‏ 0۳01۲ - ۷ 
مجموعةً زیر داده شده است با تفیبر يك عدد آنرا تابع کنید 
ها ی ۵ 
ر- تابع ) به شکل‌زیر داده شده است 
(< ۷ د ۶> در ۲ |(ور<)) ۲ 
۷ مجموعةٌ اعداد طبیعی‌است. تابع ] را به شکل زوجهای‌مر تب بنویسید (نمایش تفصیلی) 
۱ 


4 - دامنه تعریف تابسع 0 جبب| » رابلویسید 


ک‌ 
۱ دامنة تعر یت تا ِ آ نهد شنت 
9 نمر ۱ ۲ب 
۱ - دامتة تعریف ئابع ((۳و6) و (۲,ط) د (8,۱))-؟ دا بنویسد 
۷۲ ۲ 
۲ رابطه اس وه نی برای دو تابع بدست می‌دهد » آنهارا از هم جل [ 


کنید و دامنة تعریف هريك دا بنویسید. 
۳- تابعی بنویسید که شامل يك یا دو یا سه زوج مرتب باشد 


۴- تابسی به شکل ((۴,۵) و (۳,۴) د (۲,۳) د (۱,۲))ع] داده شده‌است. 
ضابطة (:<)] بو آنرا مشخص کنید 

۵ تامی به شکل ((۴,۱) د (۲۳,۴) د (۲,۳) د (۱,۲))-] داده شده است. 
قانون (ع) ؟ ‏ بو آنرا معلوم کنید 

۶ اشکال زیر نمودار ددابطی هستتد مشخص کنید کد اميك از آ نهاتا بع است و کذاميك 
تایع نیست 


۷- هرخط موازی با محود 7() نمودار يك تابم را حد اکثر درچند نقطه قطع می کند؟ 


(ند متفیر مستقل است ) 
۸- هر نحل مو ازی بامحور بد() نمودار يك تابع را حدا کثر در چند نقطه قطم می کند؟ 
٩‏ - هرعط موازی بامحود بو() نمودار يك تابع را درچند نقطه فطع می کند ؟ (7و متغیر 
مستقل است ) 
۰- هرخط موازی بامحود »و() نموداد يك تابع دا درچند نقطله قطع می کند؟ (ع متفیر 
مستقل است ) 
دامنه تعر بف هر يك ار توابع زیر را مشخص کنبد: 
كِِ از تا :۲ 
ری چت | ] بحر؛ 
سب بسح بم یخی 
رش 4 3 
36۲-۱ 
۳ ۳( ۲:۲ 
۴ 0 چبب | و : ] 
۵ ۵و + ارو 1 جبب و :] بحث 
ات 0 ۱ 


و 


4 
۵ نی و ۱ و سور چب[ > : ] 


آیا معادلات دو متغیر زیر که در آنها < متغیر مستقل است تابعی تعریف می کنند یا هیر: 


ی دس ۶۲ 
۲ ۳۹ رک , 
ش ۲۷۳۲ ور و۳ 

۳ ۳ 
۱- ۳ 
۳۲- ۰ 2 ۳ ۲ 
۳۳- ه ۱۲۲-۳۳۷ 
۹9 ۰ ]4 6۷ 0۷1 یام ۲ روط ۲ 2 


۲-۸ سمفقد‌هابت برای تعریف حد تابع درحالت کلی به سه تعریف زیر نیاز دادیم : 
الف - می گوئیم متفیریو به سمت ,»5 میل می کند و می نویسیم , »ور » درصورتیکه 
فاصلهٌ نقطةٌ ر تانقطة ,عر یعنی | , سید | مثبت بوده وازهرعدد مثبت کوچك بم(هراندازه کوچك 
که بخواهيم ) کوچتتر شود . 
اگر تفاضل ,و عورا که می‌تواند مثبت یامنفی باشد 6 بنامیم خواهیم داشت : 
تست 6 اس ی 
روی محور »زار نقطلةٌ هر را به طول ثابت ,ید و قطه ۷ دا به طول متفیر »و انتخاب 
می‌کنيم. اگر ه << ع باشد ,<< و نقطهٌ ]۷[ ازسمت راست بهنقطةٌ ۸ میل می کند وا گر ی>6 
باشد نقطهٌ 1۷ ازطرت چپ به نقطةٌ ۸ میل می کند . حالت ه < ع پیش نخواهد آمد ‏ زیراکه 
,یر و مخا لف صفر فرض شده است. توجه داریم که نقطهٌ ]۷[ نمی تواند به‌نقطةٌ هر برسدبلکه 
هراندازه که بخواهیم می‌توا ند به آن نزديك بشود. این مطلب را درشکل زیر شان داده‌ایم . 
9 سح 
۷ ۳ ۸ ۳ ۷ 
20 :۰ 
ب - اگر مقادیر متفیر ‏ از هرعدد مثبت بزر گی‌بزرگتر شود » می‌گو تیم عربه سمت باضافه 
بینهایت میل می کند واين مطلب را به احتصار چنین نشان می‌دهیم 06 -ل- + و. 


توجه کنید که مم 1 يك علد نیست و مم بو فتط يك نماد برای نشان دادن مفهوم 


۶ 


ج- ا گر مقادیرمتفیر عر از هرعدد منفی کوچکی کوچکتر شود ؛ می گو ثیم > به سمت منهای 
ینهایت میل می کند ومی نو یسیم مج جت و . 

توجه کنید که روی محور اعداد حقبقی جائی بنام مح - نداریم وه -- ج- بر فقط نمادی 
برای نشان دادن مفهوم بالا است . 

اس حد تابع - اکنون تابم ۶ وفاصله باز [ و لفط , > ازاين فاصله را در نظرمی گر یم 
وفرض می کنیم که ۶ در ]۰(مگر محتملا در د) تعر یف شده است. می گوئیم: حدتابع ]وفتی که 
به سست, و میل کند عدد (حقیقی) را است ومی نویسیم: 


رآ[ (ع) حد 
وج و 


هر گاه به‌از ای هر عدد مشت 8 عدد مثتی ما نتد ۵ (معمولا به ۵ بستگی دارد ) وجودداشته 

باشد به‌قسمی که داشته باشیم ؛ : 
۲0-1۵ | چد ,1۳ د > > () 

در تعریف فوق 8 و م دو عدد مثبت‌اند که هراندازه بخواهیم می‌توانیم آنها را کوچك 
اختبار کتیم . ابندا باید و را اختبار کنیم وسپس ثابت‌کنیم که لااقل يك به که معمولا به8/ بستگی 
دارد پیدا می‌شود که استلزام بالا صحیح باشد. * 

)1 دامنةٌ تعریف تا بع‌است و بدیهی است که مر باید متعلق به دامنه باشد نا (ع<)6 تعر یف 
شده باشد . ازاین روی گاهی اوفات در استلزام فوق از نوشتن شرط (21: خوددادی‌می کنیم 
ولی امتنباط چنین‌خواهد بودکه همواره »و به :(] متعلن است. علاوه براین‌هما نطور که در تعر یف 


,+ و ديديم > نباید برابر ‏ و اختیار شود. 


معمو لا برای مختصر وساده نویسی» تعریف رح  )(‏ حد را به‌صورت 
26 


نمادی زیر می‌نویسند . ( نماد «3» خوانده می‌شود : به قسمی که يا به طوریکه) . 
> | با (00؟ | جح اعد > سره هروه ۰ ۷۵ 
-۴-٩‏ نکات قابل تو جه درحد سس اگر تابع ؟ وقتی عد به سمت ‏ »و میل کند حد داشته 


باشد ۰ نکات ژیر را با ید در نظر داشت : 
الف - اگر ر[ حد ] باشد »,[ عددی است حقیمی و یکانه ( یکا نگی آن دا در اینجا ثا بت 


نمی کتیم ‏ ) 
بب گفتن اینکه (۶)] به سمت ,[ میل می کند به تتهالی هیچ معنی ندارد» مگر اینکه 


بگو یم (ع) ۶ به سمت,] میل می کند وفتی که > به سمت مثلا ,ع مبل کند. 


اد تعریف ,]- (ع) ۶ حد هم‌ارز است بااینکه بگوئیم به ازای هر » << يك <.۵ 
٩‏ و < 


وجود دارد بطوریکه اگر , ولد متعلق‌به فاصلاباز ]ب-1 :»۵ و[ و دامتة تعریف ۶ باشدء 
آنوفت مقدار ۶ دراین عد به فاصلةً باز ] 1,4۵ و 0-,][ متعلق باشد . توجه کنید که حد ۶ 
به مقادیر نزديك به ,و بستگی دارد نه به خود ,ع. ممکن است (,) 8 اصلا تعریف نشده‌باشد 


۲ 
وا دوم زک رش یبال معازی خان مثلا حد قابعسن عت (عد)6 وقتیه یر ساوی 
باصفر است درصورتیکه (ه) ] معنی ندارد . 
ت - برای آنکه نشان دهیم ,1 (۶)] حد بایده < 6 را به دلخواه انتخاب کنیم و 


م 2« زر 
يك » << 6 به دست آوریم که در تعر یف حد صدی کند. بن معمولا متحصر به فرد فیست دا گر ۵ 


در تعر یف صادق باشد هرعدد ۵ » ,۰>۵>:۵ یز در تعر یف صدی خواهد کرد . 
مثال ۱ سه می‌خو اهیم با استفاده از تعر یف حد ثابت کنيیم حد تابع 
اگر ٩‏ - 2 ۷۷۲-۳ 
۲ |- ۲0 
اگر ٩‏ 2 ۲ 


وقتی بر به سمت ۱ - میل کندبرابر ۵ - است. 


حل - باید ثابت کنیم که به ازای هر ه << ۸8 يك ه < وجود دارد به فسمی که : 
> (۵-) - (0؟ | جح > ( )که 
چون | 1-۱ اعد | (۱--)- > ه بدین معنی‌است که ۱- یر پس ۲-۳ < («)1 
واستلزاع فوق به‌صورت زیر در می‌آید 


8 (۵-)-(۲۶-۳) | چته > | ۱اه 


ویا ۲ 
۵۸( < > | ۱۱ >ه 
ویا 
ك > || جد مه | اج که 
ابر این کافیت که ه لاه را کرچکتراز ث يا مسادی آن اختبار کنیم . در حقبقت 
اگر > | ۱ | که آموقت > | ۲۱۲-۲۱ و با 


۵ ۲۲4-۲ ۲ وی > | (۵-)-- ( ۲۶-۳ ) | که همان جیزی است که 


تو جه کنبد که در اين مثال ۷ (۱-)] در حالیکه . ۵ - سح (عر) ؟ حد پس بطور 


۳ 


کلی لاژم نیست که حد تابع در يك نقطه مساوی مقدار تابع در آن نقطه باشد. 

مثال ۲ - تابع و و ()] را که در آن و و وا دو عدد حقیقی و ثابت هستند در 
نظر می‌گیریم . با استقاده از تعریف حد ابت کنید که حد ۶ وقتی که ,»5 جس بر 
برابر ,وه( عو)ع می باشد . یعنی : 


۰ ۳ ,۵ (ح 2-1) حد 
رک 


حل _ حالت اول ه ح و . باید ثابت کنیم : 
طأح (ر) حد 
ر ج و 
ناه مرت باید نشان دهیم : 


> | 9 (۶0۵ | چج م> | <(:/ 


> |ط- | جه ۵> | ,| > ه ده م3 ۰ ح< ۷۵ 
ابا ها و | و اژ هر ه 0 کوچکتر است پس هر ۰<< درتعریف صدق می کند. 


حالت دوم هو . بنابه تعریف باید شان دهیم : 


> | رد ه) اه | چ > سوک ود و حرم3 و ۷۵۶ 
با 


> وچ > ود هه م3 ۷0۰ 


[و > .ی و موی و ادن کوج تون 


ابرانکفیست ب ریت وکوچکنراز زو يا مساوی آن احتیاد کنیم تا تعریف بر قراد 


شود . در حقیقت اگر > | اس که آنوفت > | »|| ه| 


ویا ۸>|(,»--)9 | وی >( -.»و) -(->و) | که حکم 


مورد نظر است . 


-۵-٩‏ حد در بینهایت و حدهای بینهایت ح تا کتون در مورد رآ]-(د) ؟ حد که دد 
+ 


آن نه ,»و ونه ر[ بینهایت بودند بحث کرده‌ايم . ولی حالتهائی وجود دارد که در آنها ,> يار 
یاهردومتفقاً 4-0 يا مه - ویا مه هستند. ا گر تمام حالنهای ممکن را در نظر بگیریم مجموعاً 
شانزده حالت می‌شود که یکی از آنها همان حالتی است که هم .> دهم ر[ اعداد حفیفی هستند و 
قبلا تعریف آن را دیده‌اید ۰ اکنون یکی از پا نزده حالت باقیمانده را طرح و برای آن مثالی 
میز نیم » سپس همه شانزده حالت را در جدولی خلاصه می‌کنيم تا مراجعه به آن آسان پاشد. 
تعریف سه فرض کید که نابع ] برای هر ویر تعریف شده باشد, که درآن و عددی 
است حقیقی. گوئیم دقتی »و به سمت + میل کند حد ۶ عدد حقیقی ر] اصث و می نويسيم 
رآ ()؟ حد 
مه -( مب »و 
هر گاه به ازای هر 8۰ يك ه << ]۷ وجود داشته باشد به قسمی که : 
>( 1-(۶ | جلاحد د 10ء» 
یا بطود نمادی 
با (۶6| جح (ع د 1 ده<]1 ۷۵2۰ 
۱ 
اد هن 
۲ ۲ مح جاع 


حل - یاید نشان دهیم که : 


۱ 
> ی | چ ال جع د م<الای ءجمب 


فرض می کسنيم با این خاصیت موجود باشد پس نامساودی طرن دوم استلزام فوق 
پرقر اد است ۱۰ کنون سعی می کنیم به كمك آن ]۷ را حدس بز نیم وسیس‌حدس_ خودرا امتحان 
خواهيم کرد . اما نامساوی طرف دوم استلزام فوق دا می‌توان چنین نوشت: 


۱ ییا ۳ ۳۶ 
۳ ۳ 2 7 
و از آنحا خحواهیم داشت: 
< |۷+>۲| 


۱ 


برای ع< در فاصله ] م1 و ۰] قدر ممللق 1-۴ > ۲ برابر خود ِ بو ده ودادیم ۰ 


كِ ص. 
ی :| کو ۱۳۹ ۱ ببه عنوان ]۷[ 
۲/۵ ۲/۸ 


تخاب کرد. لافرض 


شیر کرد و اگر هک و 


۴-- ۵ ۴-- ۵ 
کنید که ۱ و / ب ]1۷ . حال صحت استلزام فوق را در این حصسالت 


۲۸ شش 
بردسی می کنیم: 
۵ ۵ ۵ ۴ ۵ 
و و 7 ۵ و 
۳ ۳۱ ۱۲۷۶ ۱ 
0 


به عهده خواننده وا گذارمی کنیم . 


بررسی صحت استلزام دا در حالتی که ه 

۶-۱ جدول حددرحالتهای مختلف کفتیم اگر تمام حالتهای ممکن حد تابع را در 
نظر بگیر یم شانزده حالت می‌شود ومی‌توانيم بقيةٌ اين شانزده حالت را ما نند حالتهای بررسی‌شده 
بحث کنیم ومثال بز نیم . لیکن بهتر است‌آنها را درجدولی خلاصه کنیم تامراجعه به آن آسان باشد. 
جدول صفحببعد برای این منظور تهیه شده است . 

خو اندن جدول ودرك مقصود آن آسان است . برای خواندن هرسطر نمادهای آن سطر را 
به تر تیب به‌جای سه‌نقطه‌های ابتدای جدول ( ازبالا ) فرارداده وعبارت حاصل دا ازجپ بدراست 
میخو انیم . مثلا سطر هفتم دا چنین می‌خوائیم : 

دقتی > به سمت هح-+ میل کنك (8)56 به سمت صه - میل خواهد کرد هر گاه برای هر 
ه ح ] يك ه < ]۷[ وجود داشته باشد به قسمی که از نامساوی ]۷[<ع نامساویلات > (۶)5 


شحه شود . 


۱ 


جدول تعر یف حد تابع (2)]م- د:] 
1 


رم 


تاماوی ۱ یه‌قمی که از كِِثِ هررگاء بر بی | (ع1)2 بهسمت|وقتی»وبه 
که از ایا .۳ 
| . ...تیج‌شرد ۱ ویب | داشته باشد | هرا | ومد کروا و 
261 > |۲۰ > موی | ۰<ل | مهب ۹ 
۷ >(806 کل,- که | مه | مح<ل | مه- 3 
۶۱ |لم> | کم محجم | ما ام مق 
۵> 1۱ (۱1| ۱۷ ۷۰ | 8۵<۰ ۲ مه 1 
۶)۷(<<[۷ | ]۱۷< ۷ ه < ]۷[ < ۷ مم 1 صم 1 
>(0؟ ‏ 7 ما اف از سل 
۷(< ۱۶6۸۱ << > ۰ | ۰<< ط مه 
> ار[ -- ()1 ۱ 7 - > ۰( | << ,1 ی 
(()؟ | ]1 کا | 0 | هح ۲ کات ی 
۷->()؟ | که | 1]<۰ | ۰<< 1 مات | مهوت 
۷< | ()۱1| ۷--کع | ۷۰ | ۰ ‌ مه 
۵>با-(۱۶0۵ قاحع .. | محل .| م<م 1 ص‌ 
<< ()۶ | 1۷<ر/ <<]۷ | ۰ <ر لا[ مه 4 ‌ 
- >( | << ه < ]۷ ]ا ع یت ص‌ 
<< |(۱۶6/ ۷۲| »۷ | ۰<ر 1 ‌ 0 


مثال ‏ تابم ] بوسیله دستور مسج (ع10 داده شده است. ثابت کتید که | گر 
به سمت ۳ میل کند (ع8)5 به‌سمت 0 -- میل خواهد کرد. 


۱۲ 


ی او سییر 0 


حل ‏ بنابه سطرسوم جدول باید برای هر ه << ۷ يك ه <ر.0 ییابیم به قسمی که : 
۷ -- ك>م ده ۳۱>۰ - ۶ >ه 
فرض می کنیم که ۵ با این خاصیت موجود باشد . پس نامسادی طرف دوم استلزام فوق برقراد 


آاست . حال سعی می کنیم به كمك آن ۵ را حدس یز نیم وسس حدس خود را امتحان خحو اهیم 
گرویاها ؛ 


۲ ۳ 
چم >۳۱- یرای > 9 س اج اب 7 ۲ > ۳ ح 
بنابراین دیده میشرد که هر عدد مثبت کوحکتر باسادی پچ دا می‌توان به عنوان ۵ اختیاد 
کرد . حال فرض کنید داشته باشیم سر >> ه » درتیجه : 

۱ 

سس ۲ مسج ۰ ست- ۵ 

۹ (۲->۰ چس >|۲-عا > 


کج ار تچ 


یعنی جوایی که برای بم حدس زده بودیم در استلز ام افمالی نز کنر اثبات کامل است. 

آوجه -هما نطور که مشاهده کرده‌اید سعی شده است که مثا لهای ساده‌ای درمورد تعیین حد 
توابع با استفاده از تعریف داده شود و این بدان سیب بوده است که بیشتر بامفهوم حد آشنا 
شوید . اصولا محاسبهً حد بااستفاده از تعریف کار ساده‌ای نیست و معمولا برای این محاسبات 
از قضایای حد که بعداً درمورد آنها صحبت خواهيم کرد استفاده می‌شود بهمین سبب درزیرسمی 
شده است که تمرینهای ساده‌ای کنجانده شود. 


مر بن : 
تساویهای زیر را با استفاده از تعر یف حد ثا بت کنید. 


۴- - (۱- ۳--) حد 


ایو ۱2 
۳ ۳ 

ببس بییستد سب سر 

0 ۲ 
وب 6 

۳ | ۱-۳ | 2۸ 
(> << -- ۵ 

۱۳ 


مت ۳-1 .۷۰ 


۱ب )2 
۳99 
نج تحص س ۵ 
‌ نتسه 
نت حد ۶ 
6 << ‌- 
4 
نجل ج- ور 
۱ 
۵ حد حل ۷ 
2 
من تب ح« ور 
۱ 
۵ حك ۸ 
4 
0ن <«- 2 
۳3 بص ۶-۳۱ حول ۰ 
۲ ۳1 
ول جب یو 
۳ ۳۳ 5-۳۱ ۰۳۹ م6 ۱ 
۲ ی 
رن مس (بب 26 


مهد حد ابر حد -۱۱ 
مت سه از حد.. -۱۲ 


نم - << ۲و سجل ‏ بس۳ ۱ 


اس۷- حد چپ وحد راست‌يك تابع - فرض کنید که تابع ؟ درنقطة دارای حدی 
برابر عدد ر[ باشد. در نتیجه به ازای‌هر 85 يك 0۰ موجود است به‌قسمی که : 
۸>ایا- ۱10 چد :10ع۶ و > | سوه 
۱۴ 


ازاین تعریف چنین برمی آید که وقتی »و به‌سمت , ز میل کند» خواه از آن بزر گنر باشد خواه از 
آن کوچکتر » (:5)] درهر دوحالت به‌سمت رآ میل خواهد کرد پس‌داريم : 
> انا ()1|جد :۰61۲ و ۵ ,>> (۱) 
> ایا (160|ج (اعع د >> 2 (۲) 
مطا لب فوق ما را به تعریف زیر هدایت می کند. 
تعریف مس تابع ۶ ونفطة ,5 مفروضند . 
الف - فرض کنید که :دم و ] درفاصلةٌ باز] ود و[ تعریف شده باشد . گوئیم ئابع؟ 
در نقطهُ , ۲و دارای حد راست ر] است و می‌نو سیم رآ (:) گر حد 4 هر‌گاه 
۳ »رم و 
به‌ازای هر << يك ه<» موجود باشد به قسمی که : 
> (۶6|ج :۲61 د ۳۵ ,>> 
ب - فرض کنید که ,:>ع و ؟ درفاصلةٌ باز ], ردو[ تعریف شده باشد » گو یم تابع ] 
در نقطةٌ , »و دارای حد چپ ار] است ومی‌نویسيم ار[ حد (ع«)] حد » هر گاه به‌ازای هره <( يك 
7 رجا 
»<< موجود باشد به قسمی که : 
۰ > یا (406 | ج ولیک۵0 ,۲ 
ا گر تابع ] درنقطة ,» دارای‌حد ر] باشدآنوقت استلزامهای (۱) و (۲) بالانشان‌می‌دهند 
که ] دد , دارای حد راست وچپ بوده وان دوحد باهم مساوی و مساوی همان رآ می‌باشند. 
به مکس می‌تو ان دید( که ما دراینجا ازائبات آن‌خودداری می‌کنیم) که اگر تابم ۶ دد,ودادای 
حد راست وحد چپ بوده واين دو حد بایکدیگر مساوی وبرابر ,] باشندآ نوقت ۶ در دارای 
حد ر[ است. پس می‌توان گت 
قضیا: - تابع؟ درز دارای‌حد ر] است ار و تتها | گره] دد ,» دارای حد چپ‌دراست 
مساوی ,] باشد . ۱ 
اکتون مثالهائی درمورد حدجب وحدراست میآددیم ۰ 
مثال ٩‏ - حدچپ و حدراست تابع ۷-۲-۳ < ()8 دا دقتی »رد به سمت ۱ میل کند 
حل - درمثال ۲ بخش ۷-۱ دیدیم که سل ,»او -- (ط رو) حد پس : 


5 ۶ 


2-۰۰ ۱-۲۳ 2 2۷ (۲۰۳-)۷) حد 
۱ »از 


در نتیجه بنابه فضیه فوق داریم : 
۰ < (۷۱-۲۳) حد .و اعد (۷۷-۳) حد 
او ۳۳۹ 
هثال ۲ - حدهای چپ وراست تایع 1-۲ حد بو را وقتی که »و به سمت ۲ سل کند 
( درصورت وجود )تعیین کنید. 
حل - برای اينکه با معنی داشثه باشد باید ۲ <ر »و . پس دامنة تعریف ئابم چنین است 
( ۲ 2 *۱۶) - (1 . جون تابع در سمت چپ ۲ تمریف نشده است پس حد چب معنی ندارد . 
حال ادعا می کنیم که ه د ۲-->/1 حد . برای اثبات این ادعا باید نشان دهیم که: 
۲« و 
۷۰۲2۲ |چد 302۰2۵۲۲۲4۵ ۷۵2۰ 
ویا 
۷۰-۲۵ چ ۲:۲۵ ۰5 <3 ۷۵2<۰ 
ویا بامجذور کردن سمت راست استلزام اخیر 
> که چ ۲>۲>/۲4-۵ ۰5 302 ۷۵۰ 
ویا 
>> ۷ج ۲>۲>۱۰ 3:۰3 ۷8۰ 
ینا براين دیده می‌شود که اگر ۲ > ,> اختبار شود استلزام فوق برقراد است ۰ این 
تابم به‌طور کلی حد ندارد زیرا حد چپ ندارد. 
قبل از پرداختنبه مثال ۳ توجه شمارا به این نکته جلب می کنیم که می‌تو ان تعاریفی شبیه 
به آ نچه که درمورد حدچپ وراست در > یان کردیم درموردحا لت‌های مووهم -- و وه ۲ ع< ر[ 
نیز بیان کرد. مثلا تعریف هه ۲ -- ()] حد به‌طور نمادی چئین است : 
36 


۶)<(2 جح >> ده 20 هد ]۷ 


۳ 
‌ ۱ ۳ 
مثال ۳ ه حد چپ‌وداست ۱02 را وفتیکه ۷ به‌سمت صفر میل کنا تین کا 


حل فی‌بینیم که مقداد (0)؟ بی‌معنی است و دامنةٌ تمریف تابم ()- ] می باشد.ا گر 
منفی باشد و بدسمت صفر میل کند حد تابم مم - است و اگریو مثبت باشد و به مت 
صفر میل کند حد تابع مه 4 است پس: 
مه - - ()] حد 6 مه 4 <<( حدد 


۵ جب- 2 ۵ مب و 


درستی این تساویها را می‌توان به کمك تعریف تحقیق مود که مااژوادد شدن در این بحث 
خودداری‌می کنیم. توجه کنید که هه عد (5)] حد و در واقع اين بدان معتی است که وفتی » به 


وب و 
سح هر رمک( مات هیا زوس کل رتم نات یی تیم دریگ 
نقطهٌ صفر در زیر دسم شفه امه 

مثال۴- حدنا 
وفتی که ۲ به سمت صلی یر عیمیم ک 
تعیین کنید. 

حل مس در اینجا بز ۶ در صفر 
تعر یف نشده است ودامنة تعریف تایح 
مجموعةٌ ()- 1٩‏ می با شد. حواه »و مثبت باشد وتجواه منفی و به‌سمت صفر میل کند ۰ (عد) ۶ 


بهسمت هه (- میل خو اه کرد یعنی: 


مه 1 - («)] حد 
اج 
مه لا -- ()] حد 
مج جب »و 
چون حد سمت چپ و حدسمت‌راست 
تا بع‌مساوی‌هستند پس تا بع چ حد دادد ۱ 
و 
ولی این‌حد باپایان نیست.به‌این سبب 


گاهی گفته می‌شود تابع حد ندارد 


یمنی حد باپایانی مانندر[ را ندادد در 1 
شکل مقابل نموداد تابع در نزدیکی 
نقطهٌ صفررسم شده است . 
۲ م ک 
مثال۵- حدتابع ۴ ب د:]را 
وقتیکه »ر به‌سمت صفر میل کند تعیین کنید. 
حل - بازدراینجا مقدار (0)] معنی ندارد؛ دامنة تعریف‌تایع (ه)- 1 ح ,(1 می با شق. 
4 


این تابم دامی‌توان چنین نوشت : 


اگر ۰< و ار ۱ 
اگر ۶ و ۱ -() ۲ 


با تو حه به اين داریم : 


وب طوبو و وت یو 


9 
اس( -) خدت (۱ -) خدت (ی) ند 
وب و وب و وچ و 
پس تابم ] در نقطهٌ ه مس یز حد 
ای ۱ 


ندارد نمودار آن در شکل مقا بل دسم 
شده است: 
مثال ۶ - تابع ۶ به صورت 


زیر داده -شده است : 


1 
اگر ۲> ۷ 
اگر ۲ زر ۵ (۲)] 
ار ۲<< »9 ۲-- > 


حد راست ر حد چپ این تابم دا وفتی که ع به سمت ۲ میل کند پیدا کنید . 
حل - دامنهةٌ تعر بف این تابعم مجموعة اعداد حقیقی است نی ]1 :۶( . داریم : 
و ۲ج و حد مه وحد << ()] حد 


۲ + 6 2-۲ در 


٩۷-۲ ۴‏ ۲ (۲-۲) حد د (۱-1-۲) حدح (»() حد 
۲ج > ۳ جب بر ۷ج و 


م۳ 
ملاحظه می‌شود که (۲) ] نه باحد جب برابر است وئه با حد راست. سودار اين تابع دد 
نکز یالا زسم شده ات 


۱۸ 


۸-۱ - حد چپ دحد داست در تابع قدر «طاق ددجه اول- تابع 
| -۲ده | اج > :۶ رکه جر آن هدع در نظرمی گیریم . می‌توان فرض کرد که ضریب 
یعنی و مت است زیرا درغیر اینسورت تابع ] را به‌صورت| ۵ -- »و - | < ()؟ می‌نویسیم 
که دردستور اخیر ضریب > یمنی و - مثبت است . دامنة تعریف ] مجموعهٌ اعداد حقیقی و برد 


آن مجموعةٌ اعداد حقیقی غیرمنفی می باشد. 


۲ ظ 
مق ارودجیله‌ای دس و وب ازای ‏ بسن »در صفر ودراین نقطه تغییر علامت می‌دهد. پس تمریف 


تابع چنین می‌شود . 
اگر دس ی سس پرق سس 
ای ط و ه 4 
ظ 
۳1 و ۳ 9 


اس ط 
به طوری که ملاحظه می‌شود ا گر > به سمت ست -- میل کند حد عب و بح راست و 
2 
مقدار تابع هر سه یاهم مساویند . 


و سب 
۱۰ واه ۰ ره و رها .ه 


9 َّّ۱ ك 
بت ۶ مت ها ۱ 
8 2 
8 
نمودار تابع درنقطهٌ (ه و « 
۱:4 / 
شکسته می‌شود و مطابق شکل مقا بل است.- 
مثال- تابم 


|س یالوج بر :] 


مفروض است اگر »ر به سمت ۱ میل کند بر 
حد تابع دا معلوم و نمودار آنرا رسم کنید. 

حل - این تابع را می‌توان به‌صورت زیر نوشت : 

اگر > : ۲-<(5)] 

اگر ۱ یو ۰ 0۳(<۲] ا<()۸ 

اک را ۰۸ 2۲ (2)] 


ملاحظه می‌شود که حدهای چپ و راست 
و مقدار تابع درنقطه ۱ باهم پرابرند وساوی 


۲ می با شند یعنی : 


۲ (۱)]ح[۱- 4۱۲ ] حد ‏ 6-۱ ۱۷] حد 
1 یب کر امد 
نمودار تابع در شکل بالا دسم شده است. 
۱ - حدچپ وحد راست در تابع پله‌ای [و]- همانطور که در کتاب حساب و جبر 
سال سوم دیده‌ایده [ید] مساوی بزر کترین عدد درست کوچکتر یاساوی > است. 
ثلا | گر ۱( > :> ط و ط عددی درست باشد دادیم ۲ [] . 
به این ترتیب : 
برای ۱ -- >>> ۲ -- مقدار تابم مساوی است با ۷ -- 
برای > > 
برای ۱ >> ه مقدار تابع مساوی است با ه 
> 


بر ای ۲ >( 


۱- مقدار تابع مساوی است با ۱ 


۱ مغدار تابع مساوی است با ۱ 


قسمتی از نمودار تابع را در شکل ذیر رسم کرده‌ايم. 


ا کنون ملاحظه می کنيم که این تابع درهر نقطه که طو لش عددی درست باشد حد ندارد . 
مثلا نقطةٌ به طول ۳ دا درنظر می گیریم خواهیم داشت؛ 


سل وت : 
تا لا تک 2۳ 6و 
واه ۳-۳ حد حد ۳ حد -- [ 26] حل 
۳ بو ۳ج و اجب و 
به همین ترئیب در لفطهُ به طول عدد درست "] خواهیم داشت : ۱ 
حد چت: 7-0 0 ح< [ ۲2 حلد 
0 ب ور 
بح زر اس + 0 << [ 3 ] ححل 
۳0 یب 5 
مقدار تابم: 0 << (۲)0 


جون در نقاط به طول عدد درست ه حد چپ و حد راست تابع با یکدیگر مساوی نیستند 
پس این تابع در آن نقاط حد ندارد . در نقاطی که طو لثان عددی درست ست این تابم حد 
دارد زیرا در نزدیکی و دوطرف چنین نقاطی تا بم مقداری ثابت است. 


0 
٩‏ - ه -٩‏ حدچپ وحد راست‌دد تابع همو گر )افياك متا کب : که در آن» دی 


به تابم همو گرافيك موسوم است. بررسی‌این تابع ونمودار آن در سال سرم گفته شده است. این 
ِ : : ۳ و 0 ی -1- 85 
ی 


,۰ 0۱ 
صفر می‌شود » تعریف شده است. پس دامنة تعریف آن مجموعةً ِا ۲ -- (]می باشد. 


حد چپ و حد زراست تابع در موفعی که ٩‏ به سمت *- یل کند با یکدیگر فساوای نمشتنل زگ 


تابع صعودی باشد حد چپ مه + وحد راست مه - است و اگر تابع تقفزلین باشك حد بچپ 
هم - و حد راست 6ج -اٍ- خواهد بود. 


۲ << ۲ 
۳ 


مثال- 


نمودار تابع ب .:] را رسم کنید . 


۵ هی 


: ۳ 
حل ‏ مشثق اين تابع ی است که هميشه مثبت است. 
جدول تغیبر ات 6 برحسب تغییرات عاچنین است: 


۳۱ 


چنا نچه در سال سوم دیده‌اید دو نحط ۱ و و ۲ -د 7 مجا نبهای نمودار تابع می‌باشند و 
تمودار تابع ] سبت به‌سحورهای مختصات درشکل زیر رسم شده است . 


۳ 


البته توجه کرده‌اید که : 


هه + -- ()) حد 
جب 6 
مه - عد (5)] حد. 


بردسی قضا ای حدود: 
ایئاث به ذ کر برنعی از فضایای حد که اکثر آنها را درسال سوم دیده‌اید می‌پردازیم . 

۱٩ - ۱‏ دوتایع هم ارز - دوتابع ] و ع را در نظر می گیریم ؛ ا گراین دو تا بم دد, ۶ 

(ع] حد 


ید داشته و بعلاوه ۱ حد 
()ع . رح بر 


آن دو تابع دا وقتی »و به سمت ,یر میل کند هم ارز 


گویند و می‌نویسند چ بح ؟ . در تعریف. فوق, می‌تواند هر عدد حقبقی » 41-6 يا صه-- و 
یا صم باشد . 


۳ 


مثال ۱ - تا بم‌های رو ۲ ققی 1 بهسمت صفر میل می کند هم ارز می با شند. 
( انبات این مطلب دا در سال سوم دیده‌اید : 


114 حجل ِِ 9۹ ی ۳ "5۳ 
۷ هب »و ۳ ی هچب 


درمحاسةهً حديك عبارت در تمه 2 می‌توان به جای هر تابع هر ورگ کننده در آن عارت 


تابمی هم ارز آن (وقتی و به‌سمت , »< میل کند) را قرار داد. 
۵ 9170 


مثال ۲‏ می‌توانيم از دا ۳۳ استفاده 
کنیم » یی به‌جای هرتابم هم ارز آنرا قر ار بدهیم » پس خو اهیم داشت. 
۵ ۵۲ حد ۵ حل 
.سر ۳۲ 5 


در قضایای زير منظور از يك تابع حددار تا بعی است که حد داشته وحدش باپایان باشد. 
٩‏ - ۱۲ - وضیه - حد مجمو ع دوتابع حد دار مساوی است با مجمو ع حدود آنها 


این قضیه را بدون اثبات می‌پذیر يم . 


مثال - 
| ۱- | حدل [یر]حد - (| ۰- | +-[]) حد 
بو و و 
دب( ح(۱وت) حد 4 و حد 
و بو 


! ت۱۳ - قضیه -اگر تابع حلداری را در عدد ثابتی ضرب کنبم حد آن در همان عدد 


ضرب خو اهد شد. 


اثبات - فرض کنید که ,[ < (ع()۲ حد. که‌در آن رآ عددی است حقیقی. فرض کتبد ۸ عددی 
ام 
است‌ثابت . اگر ه ( آنوقت تابع (ع)] ۸ در دامنه تعریفش متحد باصفر بوده و در نشجه: 
ر[ ۷ ه حد ه حد (16) ]۸ حد 
2 2۶ 


پس فرض کنید ه ۸2 باید نشان دهیم که: 
> با( ()۸۸|چد > ,۶-۶ >هده ۷۵۸۰3 (۱) 


جون با ع< (5)] حدپس‌در ازای ماش يك ه< ,6 موجود است به قمی که : 
2 ۷ 26 


۳۳ 


3 


أ > ابا - ()؟ | 0,2 ۱ 6 26| که 0 


ویا 
۸۵>ب- ۱60 ۱۸۱ ره > ۲,۱ که 
ویا 
> | نا( (۵۲)۶ | > | | که 
پس دیده می‌شود که کافیست » دادر استلز ام (۱) برابر » اختبار کتيم تابه‌يك گزارة ددست 
تبدیل شود . 


تال - 
0 ۰ 
ات ۳ 


و بت و ۵ جست و 
٩ 4‏ - قضیه - حد تفاضل دو تابع حلدار مساوی است با تفاضل حدود آنها 
اثبات - کافی است که برای اثبات اين قضیه از دو قضبةٌ یش استفاده کنیم ۲ 
| - ۱۵ - قضیه - حد حاصل فرب دو تابع حددار مساوی است. باحاصلضرب حدود آنها . 


از اثبات این قضیه یز صر فنظر می کنیم. 
مثال - 


و ب- و و بت »و 


۱ هس ( ک ود )( عاعبی حد ) 


مبف؟ ۰ ۵ << کا 
تبصره - قضایای ۱۲-۱ 9 ۱۵-۱ را می‌توان در مورد چند تابع یز بان کرد. 


۶-۸ قشیه - حد خحار ح فسمت دو تآبع حددار مبادی است یاحار ح قسمت حدهای آتها 
به‌شرطی که حد مخرح صفر باشد. 

اين قضیه را نیز بدون اثبات می‌پذيريم . 

۱۷-۱- قضیه - حد ريشة 9 ام پاتوان و1ام يك تابع حد دار مساوی با ریشة هو ام پاتو ان 
حد همان تایع است . 
۳۴ 


اثبات ت برای حالت توان 8 امقضیه را ثابت می‌ کنيم . فرص کید که ,]<< (ع) ] حلد 
15*3 


بنابه تبصرةٌ فوق دادیم 
(() ۶ حد )۰۰۰ (050] حد) ((0؟ حد) - *[(6)؟]احد 


بر خ ار .سا بر کل 


۱ باد 
9 ر[ ع را ۷( ۰۰۰ رآ ۷ رژ 


بار 
تیصره- این فضیه‌ها درحالتی که »و به سمت ی 4 یاه -- میل کند نیزصادق می با شند. 
البئه توجه دارید که دراین قضایا فرض شده است که حدود توابع مورد بیج بابایان هستد و 
بنهایت نمی باشند. . درغیر این صورت می تو انیم تتایج زیر را اضافه کتیم ِ 
[ - اگر ] به سمت صی( یا مه --یامی و عم به‌سمت مقدار باپایانی میل کند مجمو ع 
ع-4] به‌تر تیب به‌ست مه + يا مه - يامي میل خواهد کرد . 
[[ - اگر 8 به‌ست مهد یامه يا مووج بسمت مقدار با پایانی غیر صفر میل کند 
حاصل ضرب».] به نرب بسمت هم 4 پا نس یاوه میل خو اهد کردا گر حدم مثبتو به‌سمت 
1 -ا گر ] به‌سمت هم +-یامی س یامی وچ به‌سمت يك‌حد باپایان‌میل کند ار ح قسم 0 
5 
به سست یکی ازسه حد مو‌یاهه 1+ یام - میل خو اهد کرد . 
۷ - اکر عم به سمت صفر و ؟ به سمت يلك حد با پایان غیر صفر میل کند خارج قسمت 
1 
3 
۷- اگرج به سمت مهیامی -یامم‌طِ و به‌سمت يك حد باپایان میل کند خار حقسدت 
۹ ۱ 
ی ی 
٩‏ م ۱۸ - قضیه - اگر و به سمت صفر میل کند هر چند جمله‌ای از »و هم ارز جمله‌ای از 
آن چند جمله‌ای خواهد بود که دارای کوچکترین توان است. 
اثیات - فرض کنیم چندجمله‌ای () ۳ بهصورت زیر باشد : 
دی وه 2 موه ۳ ۰ مرو بوو + وو < (0:) 
ازجملةً اول که دارای کو چکترین توان‌است فا کتور می گیریم » خواهیم داشت : 


سم ۱ ی تشب) مه (ع) ۳ 


0 
۲۵ 


حال اگر >« به‌ست صفر میل کند داخل پرانتز بهسمت یل می کند و دد نثیجه خو اهیم داشت: 
, () حد 


۱ 
۲ و 8 
.< 


پس ۱ وو تحل(عز)۳ وقتی هب »1 
! - ۱4 قشیه -اگر یو به سمت 0 -یاصه -- میل کند هرچند جمله‌ای از >و همارز آن 
جبله‌ای ازجند جمله‌ای خو اهد بود که دارای بزد کترین توان است. 


اثبات فرض کنیم چند جمله‌ای (۳)5 بعشکل زير باشد؛ 


یه ۳ 9 ۱66 
از جملةً اول که دار ای بزر گترین توان است فا کتور می گیریم حواهیم داشت: 


۱ .)تیه (*] 


اسر بو بهسمت هه +4 یا مه - میل کند داخل پرانتز به‌سمت ۱ میل خواهد کرد و 


در شحه : 


۳)( 


و نم (۳۲ چت.  .‏ ۱ و و حد 
0 1 بمب »و 0 2 ب ا 0 2 + لا 
) - ۲۰ - مسئله اصلی - اينك يك مسئلةٌ اساسی‌را که عبارت ازپیدا کردن حد يك تا بح است 
مطرح می‌کنیم . در خیلی ازتوایم به صورت (5)] < و «-- ز:] وقتی که و به سمت مقدار 
ابت ,> میل می کند حد تابع ] همان مقداد (,5)] می‌شود. 
این موضوع ممکن است شما دا به اشتباه یندازد و تصور کنید که هروقت (,:)] دا 
حساب کردید حتماً حد تابع است و هروقت (, )1 وجود ندارد حتماً حدی برای تأبع نیست. 
درصورتی که مطلب غیرازاین است؛ چه بساکه (, :)۲ وجود دارد و لی حد وجود ندارد وجه بسا 
که (,)8 وجود ندارد ولی حد وجود دارد وچه بساکه هردو وجود دار ند ولی بایکدیگر مساوی 
مثال ۱ - تابع و[ ٩+‏ ۲و (د)] داده شده است. اگر »ر به‌سمت صفر میل کند حد 
تابم وهمچنین(ه)] را حساب کنید . 
حل- ملاحظه می‌شود که ۲ --(0)] اشت و لیا گر »و به‌سمت صفرییلبکند تابع حدندارد 
زیرا که حد چپ ندارد پعنی مقدار «(/۷-+1-۲-:) حد » موجود یست. 


7 هب 2 
مثال ۲ - تابع ۶ بدوسپله دستور 1-۲ و (5)] برای اعداد غیردرست تعریف شده‌است 
۳۶ 


دفتی ۷ به سمت ۷ میل کند حد این تابع را حساب کنبد . 
حل - چون ۲ عددی درست است بنابر این (۲)] دجود ندارد . و لی تابع حد دارد زیر 

وفتی ءر بهسمت ۲ مبل می کند »ر مخالف ۲ است ودر نتیجه ۲-+»رع ()] داز این ردی حدش 

همان حد تابع ۰-۲-۲ است که برابر ۴ می‌باشد. 

اگر > عددی درست باشد ۲و 


مئال ۳ - تاب 
‌ اگر »و عددی درست باشد 


1- (» داده شده است 

(*) م حد ومقدار (۲) چ را محاسبه کنید . آیا این دو مساوی‌اند؟ 

2 +۳ 

حل - وقتی »اعددی درست نباشد ()م برایر است‌با همان (5)] درمثال ۷. از طر فی 
می‌دانیم که حد يك تا بع دريك نقطه به مقدار خود تابع در آن نقطه بستگی ندارد پس حدم و<د 
] وفتی ‏ به سمت ۲ میل کند یکی هستند . پس این حد مشترله عدد ۴ می باشد . اما مقدار 
در نقطه ۲ و برابر صفراست ودیده میشود . 

(۱) ع - هب۷ -(عد) جع حد 


۲ج و 
از اين مقلمه چنین نثیجه می‌شود که وجود (,) 8 برای موجود بودن حد وفتی که > 
به‌سمت  ,‏ میل می کند نه شرط لازم است ونه شرط کافی» و فقط در توابع پیوسته است که حد 
تایع با مقدار (, )۲ ساوی می‌شود. بردسی تابع سوسته را سال گذشته دیده‌اید در اینجانیز 
تکر ار خواهیم کرد » ازعارف دیکر تشخیص تابع پیوسته از تابع غیر پیوسته باز به خود سطه 
حد برمی گردد. 
4- ۲۱ - صود تهای هیهم - حتماً تا کنون در بررسی مسائل حد به صورتهای 


رش 
00 60 و 00 2 4۵ ا جح 
۵ 


برعورده‌اید. این صودتها دا صورتهای میهم می گویند زیر مقادیری که سراتجام برای هر 
يك از آنها بدست خحواهیم آورد معمولا از مسثله‌ای بهسطه دیگر فرق می کند . سه‌صورت 
( [ ۰ ۳ ۵ 
جح 003 2 وه - ون قایل تبدیل به‌صورت ‏ می باشند . درزیر باذ کر چند مثال دوش دفم 
ایهام ازاین صور را بیان خواهیم کرد. 


۵( 1-۲۳ 


ی ۵ 


مثال ۱س حد تابع ()] را وفتبکه » به سمت هه +2 میل می کند تعیین کنید. 
00 
حل- این کسر و ۳ درمی آید که با استفاده از قضيهٌ ۱۹-۱ و آنچچه که درزیرمثال 


۳۲ 


|شماره ۱۹ گفتیم خحو اهیم ی 
۵ ۵۶ سم ۵ وی ره مق 
0 + ب- ۲ ۰۱ ام و۱ ۲۴ وم سل جب و 
الِتّه حدفوق را می‌توان به کمك فاعده هو پیتال( که درسال سوم دیده‌اید ) ثیز بدست آورد. 
1۲-۳ 


۲ 
مثال ۲ - حد تا سس سپس 
اون ۵ 


()] را وقتی که > به سمت 00 + مبل‌می کند 
بت 2 ۳ 5 ۰ 3 
حل - این کسریز به صودت مبهم سح در می‌آید که ما نند مثال قبل می و ان عمل کرد. 


۲ :۱ 1 ۲۲-۳ .۳ 
۵ ات ۵ ۵ وم تا وب 


9 ۲ ۱ ‌ 


()] دا وقتی که »و به سمت ۱ میل می کند پدا کنید: 


حل - این کسر به‌صورت مبهم 2 در می‌آید» برای رفع‌ابهام صورت ومخرج کسردا تجزیه 
می کنیم ۰ حو اهیم داششت: 2 
(۱ )۱ اک 
(1۱ ۱()۱س بو) ۲-۱ 


عامل مشتره ۱- و راکه در صورت ومخرح باعث حالت ابهام می‌شود حذف می کنیم» 
خواهیم داشت: 
۲ ۲۳ 
اج را 
۴ ااطا یو 7۱ مب ور 


مثال ۴- حد تابع»ر- ۵ 4 ۷۰+ 1/۲ <(6)] دا وقتی که » به سمت هه + مل 
می کند پیدا کنید: 
حل- ملاحظه می‌کنیم که تابع دراین صورت‌بهم است و به حالت م6 - هم درمیآید. 
برای دفع ابهام تایح و پیدا کردن حدآن به روش زیر عمل‌می کنيم : 
صورت ومخر ج کسر را درمزدوح صورت ضرب می کنیم » خواهیم داشت : 
۵ 1۲۲-۲۲ 


۱ ون + ب »زر 


۷۲۵ آ- ۷۲۲۵ ] ۳ 


5 ۷۲۱4۵1 ] مه - بر 


هس ۲ 
۵( ۲-۲۶ ۳۷ 


[ ۱ جک ]یره مد 


۲ حد 41-۵ ۲ حد 


لد جب و ( 
در ناوی ماقل آخر از اين مطلب که ۲نح(۵ ٩‏ ۲۱) و ۲تح(۱ ۱ 


وقتی وم + بت و استفاده شده اشتخد 


ِ 


مثال ۵ - حد تابع "لد ())را دفتیکه > به سمت صفر میل می کند در صورت 


رحود رت کته 
حل - وقتی »و به سمت صفر میل می کند()] به‌صورت مبهم 2 درمی آید . برای دفع 
ابهام تابع دا چنین می نو بسیم : 
اکر ه > 
حد چپ تابع نم هت از انش ان 4-۱ است » پس آين 0 


8:7 ۲ ۲ مت : 
(*)؟ را وفتی که به سمت صدر میل شین کل تهتن کستل: 


مثالع- دل زا به 


حل - وفتی ۷ به سمت صفرمیل می کند تابع ب‌صورت مبهم شگ درمی آید . بر ای د فع‌ابهام 
دو روش داریم : 


۳ ِِِ حد ت بت ۱ 
۳ ۵ ی ۵۱ ۵ مب زر 


دوس ددع- استفاده از توابه ع هم و داز یم : 


۳ ۳۲ حد * 0۴۲ حده 
۵ وم میا موم مج 


مثال ۷ - حدتایم اواممتو< ()] دا وفتی بر به سمت صفرمیل می کند تعیین کنید: 
حل - وقتی »و به سمت صفرمیل کند این تابع به صورت مبهم وه >« و درمی آید . برایر قع 


ابهام چنین عمل می کنیم 


4 2 
۱ ٍِ لت سس حجد جح ود حدذ 
81:7 892۱ 
۵ جبب )و ۵ جح و سس هر 


۳۹ 


لمر .ین : 
حول تا بمهای زیر را در قاط داده شده بیدا کف 


۳۰ 


۱ مب 3 


۱-۱ 


۱ج و 


3 «۴ 


۲ + بر 


ید 


۵ ج- #6 


۱ج > 


۲ زر 


‌ 


1 


2۱ ۱ ۱ عد (و0عحل)( ‏ ات حد) 


بو ۵375 


۲ ۳ 
٩ 4-۳۷ -۴‏ 
سح جب| 1:7 
و و 
۷ ۳۶۲ ۱۳ جب- :1 
۴ سل وم -- 6۲ 
۸ 1 | :1 
1-۴ )و۵ ۲ 2 
۷ و۳ :1 
۲-۵-1-۴ 
۳ ۳ 
۳ ۹ 
۱ ۱ 
سص بت سیسات | #۲: 
۶ (1-1-1۱) 2 :1 
صه ۱۱ 
, 1۱ 28 کج جٍ ‏ 
0 -- 80 
۴ 
مسسح ا ۱:5 
۱ بت 1/۱۷ 
۳- ۷/۱۰۵ ۱ :) 
۷ 
قاری ۱۸ :۲ 
۲-1-۷-۳ / 
۲ بر 
۳۹۳ ۳ :1۱ 
1-۱-۳ 
1*7۱ یب :۲ 
3 ۱ 
1۱۳۰۹۲ ۷+۴ بو د) 
7-0 1-1-۱ 
۱ 
(ساا.. ات ی : ] 
۷/۰4 ِ جب. : ] 
۳ 1/۴۱۲۱ 


6ب و 


۹ 


۱ 


ت۱۱ 


۱۳۰ 


۱۵- 


۲ مب ۶ 


۵ مب ور 


2 --« 8 


8 ۰۵ 


و (د همه ۱ ج] :] 


۲6 ۸۵( ۱ - کل 0و۵ ) 


8 - 1 وه 
 -- 8‏ او 


م۳ :1۱ 


چت | :] 


جب۱ *:] 


با ز:] 


چت-( >:] 


جبب | :] 


1:1 ۳_ 


- جب| :]1 


بت ۳۱ 


ری 


۲۳-۰ 


س۳۴ 


م۵ ۲ 


حد توابع زیررا درصورتی که ز به‌سمت هیام - میل کند به دست آورید. 


سل و۵ »و 
۲-۳ 
٩6۰ -(- ۲16 --۵‏ 
۷- + 


۷ مت ی 
۳۱۲-۴ 


۲۱-۷ با 

۱ س ۱ +1 
داد از 

- و روآ 


جب ۱ :]1 


جب-! :) 


جب! >7:] 


جبت( ز: 
جب| ود 
ب) «:] 


جب| :]1 


۲۶ 


۲۷ 


۲۸ 


بت ۳۱ 


ت۳۲ 


۳۱ 


۲۴ اد لا جبب]| و :] -۳۳ 


و ای[ چپ[ بر :] ۳۴ 


3 جب! :] ۳۵۰ 
لاجر 
۱ 


۱ + ۲-1 
۱ »۷ ۲ 
۱ ی بت »و 
۲/۳۲۲ 


2 4 


سسسه سس 


2 7 
۷+۱ ۷ + 


(۱ )و ۲ ول ۳ ۷ جت| با :] سه ۴ 


جب | زر :۳۷-1 


جت ( و :] ۳۸ 


۳۹- ]: ۲ ۱ 


(یحث )مب زو )۱ ده 2۲ ۷ ج) با :] ۴۱ 
پیوستگی ابع ۱ 
! - ۲۲ - پیوستگی تابع در يك نقطه - موضو ع پبوستگی تابع‌را درسال سوم دیده‌اید . 
اينك آن را یاد آوری می کنیم . 
تعریف -ه تابع ؟ دا در نقطةٌ »و پیوسته گو یند هر گاه سه شرط زیر برقر ار باشد: 
۶-۱ در تعریف شده باشد یا به عبارت دیگر ۶,6۲2 
۲- وقتی > به سمت , میل کند تابع ۶ حد داشته باشد 


۳ این حد برابر مقدار "ا بع در 2 با شد یعنی 10۱-۰۱ حلد 
رج 3 


ار تابعی دريك نقطه پیوسته نباشد آن را در آن نقطه گسسته یامنفصل گویند . هما نطرر که 
در مورد ترابع حد از سمت چپ وحد از سمت داست را در يك نقطه تعریف کردیم می‌توان 
بطور مشابه پبوستکگی از سمت چب وپیوستگی ازسمت راست را در يك نقطه تمریف کرد. بر ای 
این منظور کافیست که در تعریف فوق ؛ همه‌جابجای حد به ترتیب حد از سمت جپ وحد ازسمت 
راست را فر ار دهم . 

تابع 9 ۳ يك فا صله پیوسته و یند هر گاه‌درهريك ازنقاط آن فاصله‌پیوسته باشد. چنا نجه 


1 


این‌فاصله شامل نقاطانتهائی اش باشد منظور از پیوستگی‌دراین نقاط‌پیرستگی ازسمت چپ باازسمت 
راست (برحسب مورد ) است. 
تیصره ٩‏ - مرسوم است که سه شرط ۱ و ۲ و ۳ در تعریف پیوستگی را یکجا با نرشتن 
(,<)1- ()] حد بیان کنند. توجه‌کنید که وفتی چنین می نویسیم منظورمان اینست که هرسه‌شرط 
ا جر 
اس فان ات 
تبصره ۲ - باتوجه به تعریف حد می‌توان تعریف پیوستگی دا برحسب نمادهای,و8 چنین 
بیان داشت : 
,)۶ (10 ]| چ > رده ر 30ه ز6 ۷ 
توجه کنید که در اینجا شرط | ,۱ >ه حذف شده است زیرا اولا ۶ دد, ‏ تعر یف 
(,1)2-- (, )1 | ددمیآید 


شده وثانیاً طرف دوم استلزام فوق به‌ازای , و به صورت > 
که يك نامساوی درست است. 
مثال ٩‏ - تابع ۲ ()1 در نفطه به طول صفر پسو سنه است زیر ا که : 


(۰)] ح< هو ۲و حد 


وب و 
ندارد و در نتیجه دارای حد نیست . اما اين تابع در نقطةٌ صفر از سمت راست پیوسته است زیرا: 


(1)۰ع ه < > /| حد 


۵ جبب »و 
مثال ۳ - تابم 
5 
ِ 2۲ ۶ اس 
اگر ۲۷ >( ۲ 


در نقطهٌ به طول ۲ پیوسته یست و کته است زیرا که : 
(6)۲ << ۲2۷-۴ <- (عر)] حد 


2۲ ۶ 
٩‏ - ۲۳ - قضایای پیوستگی - فرض کنيم .»زر و( دو مقدار حقبقی دوع توابمی پیوسته دد 
,۰ باشند ؛ قضایای زیر را بدون اثبات ییان می کنیم : 
قضیا اول - تابع ۸۶ در الط ,یر پیوسته خواهد بود ؛ 
قضیلا دوم - تابع ع +14 درنقطهٌ ,> پیوسته خواهد بود ؛ 
فضیلا سوم - تابع چم --] در نقطةٌ ,2 پیوسته خواهد بود ؛ 
قضی چهارم - تابم ۲.۵ در نقطة ۰ پیوسته خواهد بود ؛ 
۳ 


۳ 1 ٍ_ 
قضیلاً پنجم - بیط هد( )ج در نقطهٌ ‏ عد پیوسته خحواهد بود . 


مثال ۱ - تابع 7ج ید درمام نقاط به استنای صفر پیوسته است. 


مثال ۲- تابع وه جر بو در دامتهٌ تعریفش پیوسته است 
مثال ۳ ستابم ۷4-۲ ۲و۲ ج | درتمام نقاط پیوسته است. برای اینکه از جمع 


به تابع پیوسته به‌وجودآمده است. 


۲-۱ ۲و ۳ 
مثال ۴ - تایع لمیر بهازای هر ار پمومته است . 


مثال ۵ س تابم! وه م۳ پپوسته است. 

مثال ۶ همانطور که در کتاب حساب وجبرسال سوم دیده‌اید حد هر چند جمله‌ای درد هر 
نقطه برایر است با مداد آن چند جمله‌ای در آن نقطه با براین هرتابم چند جمله‌ای دد تمام نقااط 
فیزاشته آشت: 


مثال ۷ تب اک )0 و ۰69 رو حندجمله‌ای باشند خار ج قسمت آنها با درهر نقمله 
که به ازای آن ه )0 پیوسته است (بنا به قضبه ۵و مثال ۶فوق). 


اس۲۴- نمایش حد و بیوستگی به‌وسیله شکل سس بدواً توجه می کنیم که اگُر ۵ عددی 

»ثبت باشد اوقت : 
>> جه > | ]| 

یلك راه ساده برای اثبات مطلب فوق چنین است : 

قدر مطلق + فاصله نقطه ! را تا نقطةً صفی نشان می‌دهد و > ۱۱| بیان می‌کند که فاصلة 
) از صفر کمتراز و می باشد . چنانچه مطلب اخیررا روی محور اعداد حقیقی تعبیر کنیم معلوم‌میشود 
که ] عددی بین و -و و می‌باشد ینی :>> - و به عکس اکر 1 بين و - و و باشد 
آنوقت فاصله‌اش از صفر کمتر از و بوده و درنتیجه > |) | . 

حال فرض کنید م و 6 اعدادی مشت باشند » از آنچه گذشت نتیجه میشود که : 


اک اکن جه > | سس | > ۵ 


۵ رس بر دک کاس ۲ هه 0 > | را ۲ | که 
ویا 


(ر) ]0 ۲ ۱ 


۳۴ 


وهمنطور 
1,>۵- () > جه > ار - ()۶| 


1-۸ > ()>06-ر[ جه > | ,1 ()؟ | 
وبا 


۲-+ر[ د 0 -,2[1() جه 6 >| بر - ()] | 


باتوجه به مطا لب فوق تعریف حد وپیوستگی را به ترتیب می‌توان به صورتهای زیر بیان کرد : 


الفحد 
۱-۲۲ و ۵ - ر][ع()]ح(,) ]ها وه >[ع3ه << ۰30 < ۷6 


یعنی به ازای هر فاصلاٌ از به شکل ]1+8 و /-ر1[ که حول رژ در نظربگیریم يك فاصلةٌباز 
بدون مر کز ]4 دون -- و[ حول , > موجوداست به قسمی که اگر > از فاصلهٌ اخیرانتخاب 
شود (ع)] متعلق به فاصلةً اول باشد. 


بات بیوستگی 

]۳۵ (,)۵9۶ - (,)۶[ع() ]هر اوه [عوهه دنه و م۷0 
یعنی به اژای هرفاصله باز به شکل ]8 -(,9])5--(,16)5 حول (,5)] يك‌فاصلة باز مانند 
, »رون یو[ حول يو موجود است به‌فسمی که ا گر »و درفاصلةٌ اخیر اتخاب شود (5)؟ 


ای یه فاصلة اول باهد: 


نظیر این مطا لب را می‌توان در مورد حدچب وحدزراست وپیوستگی از چپ و پیوسنکی از 
راست نیز یبان کرد که مادراینجا از بیان آنها خودداری می کنیم . 
شکلهای زیر مطا لب فوق را مجسم می کنند. 


حلدرحا لتهای سه کانه 
این شکل حد را شان می‌دهد 


۳ 


ٍِ ۲۱۷ ( 


ر مطه استتتا) 


|- 8 


1-۲-۲ و 6 - با[>() ]اج (, > ) سب ]یمس و ۵ عا[ ۷۲ 
رت () 1ج >رج و 


این شکل حد راست را شان می‌دهد 


۰ ۵ 


1,۲۲ د ۵- با[ >() ]۳۵ د رت 
سا 


۳۶ 


این شکل حول چپ را ان می‌دد+د 


]+1 و 8 - ,[6()؟جد], »ده , 61۶ ۲ 
رم ())جد ‏ رت 


پیوستکی در حالتهای سه 26 


این شکل پیوستگی رانشان می‌دهد 


1-۸( ,)8 و ۵ (6[1)۰() ]جح[ و ۵ 2 
(, )+ (<) ]ده وب یر 


۳۷ 


سم تس ۳ 
نی عشی ‏ ده ستکی 3 می‌دحد 


یه دج مت 


۵ *(۱)؟ ۹ 


۲) ( 


)(- 2 


4-۲( )۶ و ۵( )1)((6جد]ه 5,۲ د ,]۱6 
+ (و) وج رم یر 


اقا شکل پبوستکی دب تن می‌دهد 


۳۲-(,) د ۵ - (,)6[1()]حصل ع و هس ع[ع ۲ 
,6ج (ع) 1ج رباج بر 


۳۸ 


نمر ین 
اف ح پیوستگی : مسائل زير را بامراجعه به‌تعریف شماره ۲۲-۱ ( بدون استقاده از بحث 
و ) حل کنید. 
+۷۲ 
۱ بنج کز 7 ۱ , بر پی 


۲- ثابت کند که تابع 4-۲۳ ۷۶ ب۱, :) در مطهٌ ۲ ع< _ ۲ پوسته است 


۳۲ 
و ۳۱ 
۲-1-۱ 


۳ بو :] در نقطة ۲ << پیوسته است 


هب ثابت کنید که تابع (۵ -۱()4--۷) جح و :] در نقطه ۱ عد, ٩‏ پیوسته است, 


۲ ثابت کنبد که تابع 1 جتب | ۹ :) در مطه ۲ <- , ک پوسته است 
۷- تابم 1 به وسلهٌ دستور زیر داده شده است: 
ااگر ۲و |۲۷ بو| 
اگر ۲  --‏ ۱ 
ثابت کند که تابع ] در نمّطه 9 تاپیوسته آست:, نا در نفطهٌ مز بور تنوهتکسین رامت با 
چپ دارد ؟ 
۸ - تابع ] یهوسلهً دستور زیر داده شده است : 
اگر هک یو 
اگر ه ر > ۷ 


ثابت کنید که تابم ] درنقطةٌ ه ,»و ناپیوسته است . آیا در نقطهٌُ مز بور پیوستگسی راست با 
چپ دارد ؟ 
-٩‏ تابم ۶ به‌وسپلةً دستور زير داده شده است : 
اگر ۱ ۷۲4-۲ 
اگر > ۲۰-۲ ۲ <() ] 
اک ۱ 0 
یت کنید که این تابع در نعطهُ ۱ عت, ‏ ناپبوسته است . آیا در نطة مز بود پیوستکی راست یا 


چپ دارد ؟ 
۱ 
4 


ه ۱- تابم ؟ به وسیلاً دستور و۳ حد (ع) و ۲<(ه)1 داده شده است . 


۳۹ 


پیوستگی آنرا در نقطهٌ ه در »ر بررسی کرده ونمودار آنرا در صفحهٌ محورهای قائم رسم کنید. 
فطع 


1 وت 


۲ستابع ] بادستور زیر داده شده است : 


ی )1 + 


ار نت 
۳ ۱ ست و (2) 1 
۱ ۲ هه ۲ 
پیرستکی تابع را در لفط اح2 ,در بردسی کرده و نموداد آن را در صفحه مختصات فائم 


رسم کنید . 


۳ 2 , ب ِ 
۳ تایح ([عد] سید (۱ -) ج | مد که در آن[عر] بزد گترین‌عدد درست کوچکتر 
یاساوی »و است مفروض است : 
پیوستگی این تابع را در هرنقطه از دامن تعریفش بسردسی کنید و در فاصلاٌ [۳,۳-] 
نمودارآن دا رسم کنید. 


1 
۱۳3 


۱-۷ 
۵۰ ۱- همان سوال برای تابع: 
[ - ]+ [)ر] جت( یز :۲ 


ب جد: مسائل زیر زا با مراحعه به تعر یف حد حل کنبد. 


شد با شته کنیل که نع 


ن بت ور 
۱ ۲- دا 
كٍِِ" " 2 
۴ 1۲-۴ 
۳ سب چبت 6و 
۹ 2۰| ۱- | ۷ بحل 
جح و 


پ تب حد زاست با چپ : بااستفاده ازقضایای حدنشان دهید که : 


۴۰ 


ه‌‌- ۲ ح- 


0 ۱ 


۳۲ هس لس 
اجب و 
۳ 
۳ تص وت 5 سول 
۱ج زر 
۳-۱( ز 
۴ 0 << ِ حل 
ِ 0 -( مب بز 
۲ 
سب 
۵۵ ۲- 
۱ ح حل 
۲ 
۱ هت 
۲ 
1 
۲۳ - 2 
مه 1 جب »زر 
۱ 
م۹ مس 
جرج 
1 وم 
۹« 
۸ ۲ سه 0 4 ح< حد 
6 
۱ جب »رز 
۷ سل ۳ سب 
٩‏ ۲ تج 
1 / ۳۵ "۷ 
۱ ه ج- ز 


01 

+س۲۵- تابع مر کیب فرض کنید ۶وح توابعی بادامنه‌های 2([و و(] وبردهای :910 و 
باشند. منظور از تر کیب وم که‌آن را با 1۰ (بخو‌انید ۶ ۱ بم یا ] دایره جِ( نیا میدهند تأبمی 
است که دامنهة آن: 


( :2)۶(61(۰| ,([ع۲ ) < و, 1(۶ 


و به صو رت زیر تعر یف شده اشتت؛ 


و. ۷61۲ ((۶)۵)۶< ()(۰۵؟) 
تابع ج 1۰ را يك تابع مر کب یاتابع تابع نیز می‌نامند 


۶۱ 


مثال - تابع‌های ۱ »و۴ (:و)] و ۱--۲ »و (عر)م داده شده‌اند بع0] و ۶هع را 
اکن 
حل : میدانیم ۲ ۶ (] و ع([ پس ۲ << و م(1 و 5 :میا وداریم / 
۴۳ ۱ - (۱--۴)۲ ع [(*)6]< (*)(۰8؟) 
۲ج و۱ ۴-۱۲-۰۱ ) << [(6)]]ع ‏ (6۰]()۲) 


۲ 
ِ 1 ]]2)*([-- )1۰8()<( 


5 ۲۰ 
۱ ۴ 
(:)(۰6]) - [(<)ع ]] -< (۷)] جت ۷ (1) 0ج > 


(۰)()۶ع) | (2]))2 < 7 سح / 


1۰8 


۷۱( ۵۰) سد[() ]ع-۰( اوح بو زد )حور 


می‌تو ان تر کیب بیش از دوتابع دا یزدر نظر گرفت 
مثال : تایمهای ۱ ۳ ع<()۶ و ۲۲4۱ ()ع و ۵-۲۲ ع ل(د) داده 
شده اند . 
مطلوب است تعیین تابع‌های فلز کیت:؟ (۶ه*ع) ۰ظ ۲ ۰0(1) ۳ این دو تابع 
مسماوی‌اند ؟ 
حل - دامه‌های همه توابع مجموعة ٩‏ است و دادیم : 
() ود ۱ - وود ۷-۱ (۱- ۲۳« [()1]ع < ()(1ع) 
۳س زره ۳حد ۷-۲ (۱-- )۵ حد [(<)2] 13 ع< ()((۰)8۰1ظ) 
ره ۷ 0 ۱ ۲ (۲۱۱) اعد [()8]ظ عد (ع)(6 ۰) 
۳ ره ۳ ۷ (۱ »۵۳ ۱ ع [ (1۷ ]2 (2,۵1()3) > ()(۰۵(۰1ظ)) 
پس (۰)8۰۶ د ۰8(۰۶) با یکدیگر مساوی‌اند . 
۲۶-٩‏ مشتق تابع مر کیب ترابع مشتق پذیر ؟ و عم دا دد نظر می گیریم . می خو اهیم 
ثابت کنیم که تابع بط گنت ۰ مشتی ید بر است ومشتي رآ پدست آوریم. 


۴ 


برای رعایت اختصار فرض می کنیم 
«< (۲)) << (()6)؟ د 7< (2)۲ 
ملاحظه می‌شود که تا بع 2 درعین حال تابم عر وتابم بو است وضمناً هما نطور که در کتاب 
جات وجبر ( سو سته است لذا م پیوسته بوده د ۵ ج ۲ لْ 


هر گاه ِِِ 
3 ۸۵2 
۱ 
۵ ارو ۳ و ]موه 1 ۳ 
هب اش 
ث#«ِ/ 
وه 


به عبارت ساده تر: 
۳ # ]<< () "8 (()ع) ؟ت 1 (*)(1۰8) ] 
۰-۵ )<< (1۰86) 
مثال ۱ توابع ] و چ در زیرداده شده‌اند مشتق‌تابم مر کب 0۶ج دا تعیین کنید وحاصل 
مشتق را به‌ازای ۲ - »وبدست آورید. 
۲۲۲-۱ ()ع و ۳۷۲-۵ د (1)36 
[()]]م < (*)(8۰1) 
۳-<()۱] و ۲ - ۳۶-۵ ()] 
راو « ۲۱۲۲۱ (8)7 
۵(۲ ۱۸/۳ ۱۸۲ ۶۲ ۲ .ری ([(*)(201) ] 
به اذای  <۲‏ : ۱۸-- [()(01)] 


1 


۳ 
-. ( )۵ ح- 2 داده‌شده ! ند . 


مثال ۳ تاببهای ۱ و۷۲ -<() 1 لا و 


مشتق 2 را نست به > تعیین وبه ازای ه ‏ و آنر | حساب کنید . 


()(2۰1) رو 
۷ ۱ 


۲ 1/۲۱ لا ۵ رو وا و2 
(ه) "2 و ی رویز ۱ 2 
۲۲۱۲ ۱و۷ ۲ و 2 


مثال ۳ تابع‌های ] و ج به‌تر تیب دیر دادم شده‌اند : 


( )6 سح ۲1-۱ جر رای و (۷)) ع ۲-۲ :۳ - ج | 6د:] 
الف- مشتق‌های تا ببهای (:)(]۰ج) ده و ()(۰])د ]دا تین وبه‌اذاه ۱ با 
تانق نات زا ات کید ۱ 
ب. تابمهای مر کب 2 < ()(]80) و 1" (*)(۰8؟) داتعیین و با تمین‌مشتق هر کدام 
درستی فرض الف را که حل کرده‌اید امتحان کنید. 
حل: الف 
<< 2 د ()(۰1) < هد 
۳ج 2 ۳۰۷۱۲ - << ()1 عد ۷ 
و۲ - روا و ۱۷۲۸۱ << (() 6 
پس‌دار یم: ۳ - > ۷٩‏ 2 يو 2 
و (۱) 2 و ۱۲ ۱۸ (۲ ۳۱۲-1 )2۶ پر 2 
.و در 11 د ()(1۰8) < 
۳ - یو و 2-۳۷۷۲ (۲)۲ 
۲- << چ و ۲1-۱ - << (8)1 
(۱)] و و۲ ۳ - < یو ] 
2 
۹۲4-۱۲۳ - -< ۷-۱ ۲(۲ ۷۷ ۳۲-) -- - [()]]ع < (۰01()5) ده 
نوت (۱) 2 و ۱۸۱۲ عتد رز 
۳۶۲-۱ ۷-۲ (۱--۲-)۳ - -د [(1]8)6 < (1۰۵()۲) < 1 
و<-(۱) ۲ و وت ۲" 


مر .بن 


۱- دونابع ] و ع به‌تر تیب زیر تعرریف شده‌اند : 


۲۷۲-۳۴ (ع)ج۵ و («)] 


۱ 
۳ 1 
الف : هريك ازتایهای مر کب :۲۰۵ و ۲هم راتیین کنید 
ب: مشتقآنها دا هم ستتیماً وهم بااستفاده از فرض الف تعیین کنید. 
ات تابع‌های دی به‌صورت زیر داده شده‌اند : 
-- ۲ تس (د) یج ود ۲ ومع ۰ واه عد ( )1 


۴۳ 


مشتق هريك از تابع‌های مر کب ۲۰ و ۰1ج دا تین کنید. 
۳- به‌فرض‌اینکه تابع ۶ مشتق داشته باشد» مشتق‌اول و دوم هريك از تابمهای (۲ع)] و 


(5۳)) د ۲ را حساب کند. 


۴- توابع ۲۱۲۸۲۷ < (1)۱ و ۳4۱ ())م داده شده‌اند 
مطلو بست تعبین تا بعهای مر کب ه( و هم و سپس مشتق هريك از آنها را به ازای 
۱-< ] حساب کنید . 
۵- تابع‌های ] و عٍ به‌صورت زیر تعریف شده‌اند: 
ِ 


۱+ 


۳3 ()] ج| 1:] 


2- 4 (8)۷ <-- 8:۲ 
وا - ۱ 


الف -دامنة تعریف وبرد هريك از دو تابع رابدست آورید 

ب تابع مر کب هي  <‏ دا تین کنید . 

مشتق تابع هچ را بدست آورید . 

۶ دوتایع ۳۲۷۲ -(ع) ۶و +۲۲۲ - - (7)ع داده شده‌اند. 
مطلو بست تاببهای مر کب هم و جه۲ و محاسبهٌ مشتق هريك 

۷- توابع زیر مفروض‌اند : 


هم 


۱ ۴3 << ( )1۱ ۲+ ()ع و 9 


مطلوبت تعین تا بمهای مر کب (۶)[ ۰( )]ح و و (۰)]۰([)۴ع ]2 ی 
تحقیق اينکه .وت 2 است. 
۸- دوتایم ح[ و 1" به‌صورتهای زیر داده شده| ند 
۲۲-۱ وم ۲۱۷۲۰ وی - («)د و ۷۲( 1 
الف مطلو بست تعیین تابع‌های مر کب 7۲ و ۲9" 
ب مشتق هريك ازاین دوتابع مر کب دا نعیین وحاصل‌هريك رابه ازای -" یورادیان 
تین کنید . ۱ 


۴۵ 


تابع ضمنی 


۲۷-۱ تعریف : رابطةٌ ه < (/1,د)؟ دا درنظر می گیریم . دربرعی از موارد نمی‌توان 
ازاین تساوی 7" را صر یس برحسب « ان مود ولی امکان دارد يك يا چند تابع به صورت 
() ج < بو موجودباشند به قسمی که‌تساوی ه عد (()جو«)]به ازای تمام عرهای‌واقع دردامنة ب 
برقراد باشد . در این صودت می‌گویند که تابع چم بطور ضستی بوسیلةً رابطه ه < (و,)۲ 


تعر یف شده ویا بطر رخحلاصه بو تابمی ضمنی ازیو است که ضمنر ابطةٌ ه ح< (۲7, )6 بیان شده‌است. 
مثال سس روابط زیر را درنظر می گیریم: 
2 ۲ 41 ۲۷-۳ 
ه 2 ۳۳ 1 ۲۷ - 26 
بح ۲ ۳ ارات ۷ 
ه جح ۳ بت ۷۱ ۱۲ 
سه رابطةً اول هر کدام يك تابع ضمنی از عر ولی دابطةٌ چهادم دوتابع ضمنی از عر ( هر 
تابع يك نیمد:بره ) داتعریف می کنند 
اب۳۸ مشاق تابع ضمنی بر ای‌محاسبمفتق تا بمهای‌ضمنی ای که به‌صورته - (,16)؟ 
تعر یف شده‌اند ضروردتی به‌حل معادله و تعیین تا بع()۳ ع ۷ نیست. زير اعلاوه بر آنکه راه‌محاصبه 
طولانی تراست؛ در ب‌ضی مواردامکان پیدا کردن بو نیز نیست. بنا براین‌برای تعیین "بو مشتق تا بم به 
یکی‌ازدو دوش ذیر عمل می کنيم : 
دوش‌اول- دراین دوش از طرفین معادل ه < (بو,)] جمله به جمله بارعایت دستورهای 
هی وفوا غاد مقتی. کیرق توابم مر کب که قبلا" دیده‌اید مشتق می گیریم واز معادلةً حاصل "1 
را تعیین می کنیم . 
مثال سس مشتق تابع ضمنی تعر یف شده بوسیله رابطهٌ ه 2 ۲ + )۳ - ۲۲ را تین کنید. 
ِ ه > ۲۲-۳۳ واز آنجا" ۷ 
مثال ۲ - مثتق تایمی را که پوسیله رابطة هد ۲ و بو۲ سس ویر داده شله است 
تعیین کنید ؛ 
حل : ۱ 6-۲۲ اعد ۷ 


۰ ۱ 
سل مب ۱ ۱( :۱ 


۴۶ 


۳ 


دوش ددم - فرض کنید(۲,۷) بر و (,») ۲ به‌تر تیب‌شتقهای عبارت ( 5,۷)] نیت 
به و (بافرش آنکه بو مقداری ثابت است ) ونسبت به بو ( بافر شآنکه »و مقداری ثابت باشد) 
باشند . ثابت می کنند که مشتق (نسبت‌به »ر )تابع ضمنی 7 که توسط رابطة ه ‏ (۲۳,ع)۶مشخص 


شده است به صورت 


۹ 
و( دار و الم بو (۱) 


همینطود اگر بر تابمی ضمنی از بو باشد که ضمن دابطهٌ ه د ( ,)۳ تعریف شده باشد 
مشتقعو سبت به ۲ را می‌توان به صورت زير میحاسبه کرد 
۱ 
۰و( بز, )۲ و رس سرا )۲( 
اگر هردوی (۲,) ۲ و (۷,) ,) مخالف صفر باشند آنوقت از ردایط (۱) 
و (۲) دیده میشود که : 
2۱ و ۰۳ > ل 
مثال ۳ مشتق تابع ضمنی ؟ را که بوسیله رابطةً ه د ۲ - و۳ ار "۲ تعریف 
شده‌است تعیین کنید (و مطابق معمول متفیر مستقل است) 
حل با روش‌اول - جمله به جمله مشتق می گیریم؛ با توجه به‌اینکه بو تابع عد است: 
ه ۳ ۳۲۱۲۲-۳۲۲ 
> 


۱ 7 


روش دوم: يك‌دفعه » رامتغیر و ورا ابت ودفعهٌ دیکر ۲ را متغیر ویو رانابت می گرریم: 


واز آنحا : 


۱ ِِ ۳ ۲1-۳۲ 


هثال ۴ - مشتق تابم ضمنی 7 را که بو سبلهً دستور ذیر داده شدهاست تعیین کتید: 
نس باس ۷7 »۷ | زو -- یز 

روش اول: جمله به جمله مشتق می گیریم : 
۲۰۲( ۲) > ۲ 


۲-۷-۲ 


ارات ۲۷ لول و۷ ات (۲ اد با) کت 


دوش ددم: نو دا ثایت و و را متیر می گیریم : و ۱ 


«را ثابت و 0 ۲ پات < رو ] 
ِ ۲ مت رات 


مثال ۵- و ای حت هل و۳ مت ۲۲ - ۲ داده شده 
است. از نقطة ۸ به به طول ۱ داقع برمنحنی نمایش آن مماسی برمنحتی رسم شده است. معاد لٌخعط 
مماس دا بنویسید : 

حل- چون طول ۸ برابر ۱ است درععادله فرادمی‌دهيم تا عرض آن۲ بدست آید چون 
ضریب زاویه‌ای مماس برابر مشتق به ازا مختصات آن نقّطه است. مشتق را از یکی از دو 


راه به دلخواه تعیین می کنیم: 


۳ ۲۲۲ یو ۲۱۲-1 


0 یا ۲۶۷۲۳  -‏ (۲-۲) لا 


در مشتق به‌جای»و مقدار ۱ وبه جایتو عدد ۲ قرار می‌دهيم: 


ون ضریب راویه‌ای مماس 
ک 
و 
اوح وچ (۱- )22۱ ۲  --‏ 
ثمر.ین 
مشتق اول "و و مشتق دوم "۲ هريك از تابمهای ضمنی زیررا تعیین کنید (به یکی از دوزاه 
ی ۱۲+ (۱) 


۷ -۲عز )۲( 
"ود 1۳۷ (۳) 

هح لو ۲و یر (۴) 
۲ وا و۳ (۵) 
و 5 ۲ :32۰ 


2 ۲-۲۲ (۷) 
ی مب 


"و ۴ (ه) 


۳۸ 


3 
تم 


پر" دا برای هريك از تا بمهای ضمنی زير در تقاط داده شده تعیین کنید 


1 (دواوت) ۰ - ۲۷-۵ ۲4-۳۷۲ )٩(‏ 
(۷-وو) ۲ - و وا (۱۰) 
(۳ -و۵) توح ۲-۲۲ (۱۱) 


۷۲ در نقطه‌ای به‌عرض ۱ از منحنی نمایش «٩‏ ۷۲۲-۷۳ خحطی بر منحنی مماص‌شده 
است. معادلاً تعط مماص را بنویسید. 

۳- در نقطة (۱-و۱-) ۵ از منحنی نمایش ه سد ۱ - بو پر آ »و خطی قاثم 
برضنحتی رسم شده است. معادلة این‌حط قائم شونشسته: 

۴ تابم ضمنی 7 به صورت زیرداده شده‌است. تحقیق کنید خحط مماس برمنحنی نمایش این 
تایع درقطهٌ برخورد آن یامحورتوها به صورت ۱-- ح- 7و می باشد. 

۲2۵4 1-۲ ۵۲-۲ ۲۲ - ۳ ۷۲٩۳ ۰ 
۲ 3 ۲ 


۵- تابع یش ۳ و ۲ ود ْ» مفروش است از نقطةٌ گر واقم برمنحنی با طول 
وعرض برابر واقع دد دبع اول خطی بپرعنحتی مماس شده است. معادلهٌ نحط مماص رابنو یسید. 
ز و مقدار معلومی است ) 

1 ,۲۵ تابع معکوس - فرص کنی که ] تابمی يك به يك با دامنهٌ :(] و برد ۲ باشد 
در اینسودت ۶ زیر مجموعه‌ایست از :13 < :(1 به‌طوری که اولا به‌ازای هر :([ع يك وتتها 
يك ,([عبو موجود است به‌قسمی که ]۷(2,عر) وثانياً به ازذای هر ,1721 يك و تنها يك 

۲( مر جود است به‌قمی که ۷(2۶,:) ۰ حال اگر 
۵ بت (6,۲(۶1) |(*,۲)) عم 
آنگاه با به قسمت ایا فوق ع يك تابم است و دامنهٌ تعریف ‏ برد ] و برد دامنةٌ تعریف 1 


است یعنی : 
0 - و3[ و :1 -- »1 


تابم بهراتابم معکوس ۶ می‌خوانند و معمولا آن رابا ۱-م شان میدهند. 
نا بی‌اين دادیم : 
()۳۱]-< < چب (:)21-- ۷ 
توجه کنید که اگر ع معکوس ‏ باشد » آنگاه 6 نیز معکوس ‏ خواهد بود . پس : 
]<< (3-۱) 


۴۹ 


فرش کنید که و[ تابم همانی روی مجموعهً 5 باشد یعنی 
5 ۷ () هآ 


به آسانی می‌توان دی دکه اه 91۵0۰ ۲۳۳۰ 
1 


5 

در حققت اگر («)8ع< بو آنگاه (6-۱)9 دورو از آنجا 
:> وب (وا پآ (م1- (6-)1- ((۰۲-۱)) 
۶ () ۱3۴۲۰۰ 0 ()(۴۱۰۲) 


مثال ۱ سس هر گاه تایم (د) ۲7-۶ درفاصلة [وآوه] معین‌وپیوسته ویکنوایننی درف‌اصلة 
مذکور فقط صعودی با فقط نزولی باشده آنگاه ] يك به يك بوده و به ازای هر مقدار ازیو در 
فاصلةٌ [ و, و ] مانند ‏ » يك مقدار ,۷ برای ۷ درفاصلةٌ [(۳)]و(۵)؟] با [ ( ۵ )۲ ود( )۶] 
(برحسب آنکه ۶ صعودی باشد یا نزولی ) بدست می‌آید » و همچنین به ازای هی مقداد , ۷ دد 
فاصلهٌ [()۶ و (۵)]] با [ (و)؟ و ()1] ( برحسب آنکه ] صمودی باشد یانزولی ) يك 
مقدار و فقط يك مقدار برای ر مانند ,ر درفاصلهً [و[وو] بدست می‌آید . به عبادت دیگردادای 
معکوس پا دامن [()] د (۶)2] یا [(1)2د(ط)1] (برحسب آنکه ۶ صعودی باشد یا نزولی) 
و برد[ , ع]است.اين یکی از حالاتی است که زیاد با آن سروکارنجواهيم داشت. شکلهای زیر 


تایم تزولی تا بع صعودی 


مثال ۲ - تابع ۴ »و۲ < (۱) مفروضش است. می‌دانیم تابع به ازای جمیم مقادیر واز 
مه - تا مه +ممین و پیوسته وصعودی است . بنایراین به ازای حرمقدار ,۲ از ۲ می‌توان 


۸ 


بك مقد ار ی فمط یلگ ممّدار برای بیدا کرد به قسمی که ۲-۴ ۲ .با براین 
تابمی است از بو و خواهیم داشت و بت بع ۲+ وود را کسه در آن ۲ 
منفیر مستقل د 3 عتغیر تا بع‌می باشد. معکوس تابم (۱) می گو بند. هرگاه مطا بق معمول متفیرستفل را به 
۱ 

عد و متغیر تابع دا به بو نشان دهیم معکوس تابع وه ود ۳۳۲ ۶ 

تبصره - همانطور که در بالا گفته شد . هر گاه جفت مرتب (,۲ و جد) معلق به ۶ باشد 
(یعنی رعأه به مخاصات ( ,3 ) به نمو دار ) متعلق باشد) آنگاه جفت مر تب (,>۲,9) به تابم 
7-۱ متعلقاست (یعنی نقطه به مختصات (, و ,۲) برنمودار 17-۱ وافع‌است) بنا برراين هر گاه 
منحنی نما یش دوتایع را که معکوس یکدیگر نددريك دستگاه مختصات عمود برهم رسم کنیم ثسبت 
به نیمساز ریم اول وسوم مبحوزها قرینه‌اند . ْ 


۱-۱۸( 


۱۷-20۱2 ])۵( 


! -۳۰- نکات قابل توجه - برای لعیین معکوس يك تابم به نکته‌هسای ذیل تسوجه 
اش یه با شید 

ق عم کرت ی که با تکفا هیا بش تفت اس 

ب : برای پیدا کردن دستور ۲۱ ( معکوس تابم ]) درد دستور (6)5 -- و مقدار د را 
برحسب بو تین کنید تا (بو)م عد یو بدست آید و چون در تابم اجیر ۲۷ متفیر مستفل و > متغیر 


عوض می کنیم بنا بر این تابع معکوس را به صودت () << ۷ می‌نویسیم ۰ پس 
)۵ <<( 7] 
ج : در دوتابع (5))عد بو و (»ر)ع< 9 که معکوس یکدیگر ند دامن تمریف یکی برد 
دیگریاست وبا لعکس . 
مثال ٩‏ تایم ۶ >و۳-- ‏ (یو)] ۲ مفروض است . تابم ۱-] دا تعیین ونموداد 
هردو را در يك دستگاه محورهای مختصات رسم کنید . ۱ 
حل : چون تابم ] با دستور ۳-۲۶ حد بو به ازای جمیم مقادیر > نزولی است پس 


يك به‌يكث برده ومعکرس دارد. داریم : 4-۲ پر( متفیر مستقل و متغبر تأبع است). 


پس می‌تويسيم :2-۲ بت (عر)۱-] ‏ بو که تابع ممکوس ۶ است . 


ل 


نمودارهای دو تابم عطابق با شکل است که روی آنها درنقطٌ (ه,3)۲] د (ع,ه)۸ از 
تابع اول و متتاظر آنها دو نقطةً (۲وه) (1 و (۶,۰) ۸ از تابع دوم نموده شده است. 


مثال ۲ سب تابع ۲۰-۶ << (1])1 << ۷ مقفروض است .۰ هر گاه در فاصله [ ٩,۳‏ ] 
تغییر کند : 


الف : تایم معکوس تابم ۶ دا تسین و دامن تعریف و برد آثرا بدست آور ید . 
ب : نمودار دو تا بع را در يك دستگاه مختصات رسم کند: 


۵5 


حل :] تابمی است صعودی و پیوسته و چون [۳,ه]< :<(] پس دادیم : 
[ ۲۲-]<[(1)۰(9])۳]< 10۶ 
با انل کی محاسبه معلوم میشود که ۲ (۱0- 6 لا معکوس تابع ؟ است و داریم : 


[۳وهاد (][ح ۱ ۶ (1 
در نمودارذیردو نقطهُ(۲ , 9)۳[و(۴ - , ه) ۸۸ از خط اول‌ودو نقطه متتاظر آنها (۲,۳) (و(ه, ۷ -) ار 
ازشحط دوم احثیار شده‌اند. 


مثال ۳ - ثابع ] به‌صورت ۲»رعد بو برای >« در قاصلاٌ [۲,ه] تعریف شده است. 
تابع ۰0 ]را تعیین و نموداد دونابع را دريك دستگاه محورهای مختصات رسم کنید. 
حل : مشتق تابم مفروض ۲۱ << "7و به‌ازای << یو مثبت است پس تابم درفاصلة مذ کور 
صعودی است بنابراین ممکوس دارد و از آنجائیکه تابم دد این فاصله پیوسته نیز می‌باشد پس 
برد آن فاصلهٌ [۴, ه] ودامنه و برد تابم معکوس آن به ترتیب [۴وه] و [۲وه] می‌باشد. برای 
بلست آوددن تابع معکوس » و دا برحسب 7 حل می کنیم خجواهیم داشت : 
[۴ده] 7 و پز << 


وبا با تعو یض > ۷7 داریم : [۴ده 1 و ولا (7-۱)2]ع بو 


و 


(۲,۴)(] و ۸)۱,۱۱ و (هره)() سه نقطه از نموداد ] 
(۴,۲)(] د (۸)۱,۱ و (هره)0 سه نقطه از نموداد ۲-۱ 

-۳۱--٩‏ مشتق تابع معکوس ح فرض کنید که تابم ۴ درفاصلةً باز ] حاده [ دادای مشتق 
مثبت باشد . بنابه آنچکه در کتاب حساب و جبر سال سوم دیدیم ] در فاصله ] و و و [ صعودی 
است ودر نتیجه يك به يك می‌باشد . ازاین ددی ؟ دراین فاصلهٌ دادای معکوس است. فرش کنید 
تابم ممکوس 8 باشد ثابت می کنند که بنیز در فاصله ]()]و(8)][ مشتق پذیر است. باقبول 
اين مطلب می‌خو اهیم مشتق بٍ را در نقطه‌ای مانند ]()] و (۲[1)8 یدست آودیم. دیده‌ایم که : 

آ(۳)؟ د (1)2 [۷۷۶  )2)7(-<۷‏ (۱) 

اگر از طرفین رابطه (۱) نسبت به بو مشتق بگیریم و دستور مشتق تابع تایع‌را پکار بر یم 

خواهیم داشت : 
](ط) ۶د(2)؟ ۷۲۶ ۱-<(۲) 6 ۰ ((2)۷) ۳ 
ویا بأفرش (۳)ع - >« (يا (<)۲-۴) دادیم ؛ 


۰ 


۱... ( ِ 


۱ 


۱ (۱-؟) 


اگر نماد 1 را برای مشتق 7و سبت به »ر ( یعنی ی 9 دا برای مشتی 
0 0 
چد نسبت به ۲ (ینی (۷) ام ) به‌کار بریم رابطةٌ (۲) را می‌توان به صورت ساده زیر نوشت : 
0 

رابطهةٌ (۳) بان می کند که مشتق تابع معکوس برابر ممکوس مشتق تاپع اول است 

تبصره- در مطالب فوق فرن کرده بودیم که مشتی ] مثبت باشد. 

درحالتی که مشتق] در ]و[ منفی باشد نیز نجةٌ فوق ددست است‌ودستورهای (۳(9)۲) 
صادق‌اند. اگر ] درفاصلةٌ ]ودو[ یکنوا ومشتق پذیر باشد آنگاه طبق آنچه در کتاب حساب و 
جبر سال سوم دیده‌اید ]٩)(‏ با همواره غیر منفی ویا همواره غیرمثبت است. در این حالت نیز 
دستورهای (۲) و (۳) در هر نمّطه که مشتق ۲ مخالف صفر باشد صادق هستند . باز بودن فاصلهً 
]8,9[ هیچ نقشی در صحت مطالب فوق ندارد » به عبارت دیگر می‌تو ان فاصلةٌ مورد بحث را 
فاصلةٌ بسته يانیم بسته و یابی پایان اختبار کرد . 


۴ 


ال ۱- مرح (:()] باشرط ه < در مفروض است. تابم معکوس ؟ را توشته 
و صحت تساوی سبم - (7-۱]) را در نقاطی که ۰ <() "6 تحقبق 


خرتت 8-۱ ازروی دسئور 6 چنین‌است ۰-۱ 1/1 < (7۱:6] داهنة نمریف 
و برد ؟ یعی فاصله های [مم, ه] و [هه, ۱] به ترتیب برد و دامن تعریف 8-۱ خو اهند بود 


ازهر دو تایم مشتق میگیر یم . 
۲ - یو ] چت 2۲-۲۱ ()] 
هت ۱۳۱ چب )۳۳ 
۲1/۲۱ 
یرو سب سل سب سس لس ((۱)9-ع) 
()/ ۲۶ ۲۶۱ ۱ت(۱ ۲۷ - 
یعنی : 
۳ و 2۱ (17۱). 6 


مثال ۲ تابع۲)رحد پا مفروش است . 
الف: ارزنقطةً 3[ به‌طول۲ واقع برم‌نحنی (ر)) نمایش تابم فوق خطی برمنحنی «ماس 
شده است. معادلهٌ حط مماس را بنو بسید. 
ب : ارنقطهٌ "و] متناظر نقطه 13 روی منحنی (02) نمایش تابع سکوس تابع فوف حطی 
پوی ٩‏ )پاش شون اشت سا وله یامن زا بیس ۱ 
ج: معادلهٌ تابم معکوس تابع فوق راتعیین ونمودار دومنحنی را در فاصلهٌ [ آوه ] (دامنة 
تابم اول) دسم کنید: 
حل‌الف: دادیم (۸ و 10)۲ چون "۷-۳ پس ضریب زاویه‌ای مماس برمنحنی (2)) 
درط][ خواهد بود. 
۲ و "۲ < 171مماس 
پس معادلهٌ مماس درو] خواهد بود: 
ات ۱۲ ۲ با (۲- )۱۲ ۸ سس ۷ 


۱ ۱ ِ# ۱ 0 
بت دادیم (۸۵۲) 9 / ۳ ب 7 ۲10 .مأس‌در ۱54 


۱ ۴ ۳۹۳ ۰ ۶ 
۱ ۲ 


۵۵ 


ج, ۳۲ < "و بنابراین ه < "و ینی تابم فوق به ازای جمیم مقادیر > صعودی است 
نا براین معکوس دارد و معادله تابع معکوس خواهد بود : 7[ < »و (۷ منغبر مستقل و »< متفیر 
تایع ) پس : ۳ 

در شکل زیر منحنی هردو تأبع را در يك‌دستگاه مختصات رسم کرده‌ايم . 

مک و ۲۲ > ۳۲ لا 


سه نقطه از منحنی ]: (رد ۳۲ و (۸۱۶۱ و (هوه)6 
سه نقطه ازمنحنی ۱-]: (۲و۸) ۳ و راد ۸)۱ و (هوه6۵0 
دومنحنی بت به‌یمسار ربم‌اول قریته‌اند 
مثال ۳ سب تابم 1 به صورت زير داده شده است: 
7 #._- 
1 > ۲ > 9 > ۰-۱ ۳۲ (۱6)] عد ۲ 
الف - مشتق تابع فوق را به كمك مشتق تابم معکرس وهمچنین به وسیلاً مشتق تابع ضمتی 
ب. معادلةٌ تابع ممکوس را بنویسید و دومنحتی را دريك دستگاه بختصات رسم کنید . 
حل- الف : 
تابم داده شده درفاصلهٌ [ ۱و۱ -- ] پیوسته وصعودی است پس معکوص دارد و تابم‌معکوس 
۳ 7 -- )زر است که در آن ۲ متفیر مستقل و ز متغیر تابم است یعنی : 
7 ت‌ 


۱ سس تک 


۱ ۱ 7 7 
می‌دانیم 1 3۳ 7 > .چون "ومع مثبت است پنا بر این : 


۲ 


۵۶ 


آ- ۷/۱ ۰۲۷و - ۱ ۲ ووع 


دد ستچه : 


ک »۳۹ ۲ 


۱ 
۱ + ویو و 


۳۹۹ ۱-۲ ۷ 
به کمك مشتق تابم ضمنی نیز می‌توان "بو را بدست آورد: 


۰7 جح اواو ۳ بو 
از دوطرف باتوجه بهاینکه و تابع وید متفیر است مشتق می گیریم: 

وی 7 و 7 
۲ ۲ ۸ص 7 ۲ 


۱۳۳۳۳۹0 ؛, 
2۱ و ۷۱-۲ ۷۱-۰۲ / 


3 


دستور : 


"1 حت 
۱۹۲۸ 72۸۲۵۲۰ 


وی ۳( 


سب 


در 
۱ و >> ٩۷‏ 6817 حب 
۲ 7 


۲ 7 مس 
ك د ۱) ۳ و (۰ده)) و 9 ود ۱-) ۸ 
امطه‌های متتاظر اد تابع دو م: 
۱ 9 و (ه و ۰) 0 و( - ۸-2 


منحنی (]()۸ نموداد ۲۵ ۸ << ۷ 

منحنی 0013 ۸ نموداد 2-2 ۲7 

دومتحنی اسبت به‌ن‌ساز دیع اول دسوم قرینه و درنبداً مختصات برهم مماس و مماس 
مشتر کشان نیمساز دبع اولو سوم است. 

مثال۴- مشتق تابع ومه ۸ دنو را به كمك تابم معکوس وهمچنین تابع ضمنی 
تین ومنحنی نمایش دوتابع رادر یکدستگاه مختصات رسم کنید. 
حل: تایع داده شده درفاصلة [ ۱۱-] پیوسته وهمواره نزولی است: 


7 و ۱۹4۲۱ ۰ 2۸۲6۵۵۵۵۲ ۷ 


پس تابع معکوس دارد: 

۱ - و 6۲6۶ ۰ ۵۰09۲ << با 

۳ ۱ ۸ ۳ 
می‌دا نیم ِ-- ۷ و چون ۲ وور - عد زر و 06۲ اسح پس ۲2۵۵و و داریم: 
۷۱-۲ بآ وم - ۷۱ 0۳ 
۵۲ ۸ عه ۲ 
٩‏ حتد ۳ 

۱: 


راه دیگر برای محاسبةٌ مشتق: می‌دانیم 
1 
۳ 


۵4۸ 


اگر از دو طرف مشتق بگیریم : تس 
و 


.تم 


با ۱ سر ۷ 
۱ ۱-۲ 7۷ 


تعین مشتق با استفاده از تابم ضمنی: می‌دانیم اد بوومع که 7 تابم و > متغیر مستفل 
است از دوطرف مشتق می گیریم: 
2-۱ ۱/۵7 - و چون بوآووی - ۷۱ < دنه با ای ۷/۱ < اه 


پس : /ٍ_-.- ۱ 


۱ 
۱-۲ 


رسم دو منحنی در يك‌دستگاه : 
دستور ]: [ه و 9] عو و[ د۱- ]۰:56 ۳66۵09 ۸ < ب 
دستور 7-۰]: [۱۱--]ع۷ د [د6]7 ۰ دوم < ۷ 


سه نقطه از نبودار ۲: (ه د۱)) و 3 و ه) 3[ و ( ۱--)۸ 


سه نقطهٌ متتاظر از نمودار ۱-] : (۱وه)) و (هو) 129 و (۱-وع) ۸ 


ال 


نمودارهای دو تابع » یشی منحنیهای :۸](6 و "ز) (]۸۱ سبت به نیمساز د بع اول و 
سوم قرینه‌اند. مماسهای بر نمودار ] درنقاط روی) برمحورعووعمودند و مماسهای بر نموداد 
۲-۱ در نقاط "هر و ی) با محور و" موازیند. 

مثال ۵ ستابع ] به صورت زیرداده شده است: 

> د ۸۲۰۷۵۲ ۲ 


حشتق تابع را با استفاده از تابع عکوس آن تعیین کنبد. 
ت ۰ ۳ حصب # 
حل_وقتی > از ۵0 -- تا م6 + تغییر کند ۱ تفییرمی کند و تابم همواره معين 
وصعودی است پس معکوس‌دارد و معکوس آن ۴ 2 است که در آن ۲ متغیر مستفلو > متغیر 


۱ ۱ ۱ ۱ .۱ ۲ 
تابع است بنا براین او ۳( ۶ 


۱ 
۷ 


‌ 


وه س هیا وت 


مثال ۶ تابم ] به صورت زیر داده شده است: 
۸۳۵۵09۲ > ۷ 
مشتقآنرا با استفاده از تابع معکوس آن بدست‌آورید. 
حل: وقتی که از مه - تاهه -تغییر کند بو ازع تاصفر نزول می کند و تابع همواره ممین و 
پیوسته و نزولی‌است پس معکوس دارد و تابم معکوس آن بآ و)مم دعر است ( ۷ متفیرمستقل). 
می‌دا نیم بت ابو اما 


)  < - )۱+ (آوامه‎ < - )۱+-۲( 


بنا براین : 
هه ۸۲ 1 
۱-1-۲ ح / 


وس 17 
راه دیکر د ع و وامه ۸۲ - و۲۱ ۸ بتا براین: 


۱ ۱ ۲ ۱ 
و 3 3۳ 


ه ۶ 


۲ مرین 
تایع‌های معکوس تابم‌های با ضا بطةٌ داده شده در زیر دا تعپین کنید. 


۱( ۲ < ۳۷٩1۵ ۲( ۷ << - ۵-۸ 
۲۲ ۱ ۱ 
۳ ۳ 


۱ ۲ و +1 
هد او - راو و -۲ 2 اس کر و [04۱[< 7 (۵ 


167۸ و ۲- ]۲ و (۸ ۰ج ۲-۳۶۲ (۷ 
۰12۸ ۲۷ ۲ ۷ (۱ و ۰۵۰ 2۴ 1۲-4-۷۲ 9 
۱) دامنه تعریف وبرد تابم وا ۲ ۰ 2۱۶ 1/۲ ۴۱:۲4 
را بدست آورده و تابع معکوس آنر | تعیین کنید. 
تا ببهای زیر داده شده‌اند . مشتق آنها را تعیین کنید. 


<< ۲ (۱۳ ح و (۱۲ 
ح- ۲۷ (۱۵ ۸ ۷ (۱۴ 
۸۸ ۲ و۲ ۸ ۲ (۱۷ ۷ دح ۷ (۱۶ 


۸۵ و (۵ ۸۲۵۵۲ ۷۸۲۵۵۱۵۲ (۱۸ 

ه ۲- مشتق تابم با ضابطهٌ ۸۳6۸۵<(۲)عد و را به ازای ۱ عد »زر تعبین کنید. . 
3۸ ۲۰- معادلهٌ مماس بر متحنی نمایش تابع ۸۲۱۳ < ۷ را در نمطه‌ای ار منحنی به 
طرل < بو بسیك. 
3 ۲- تابم با ضابطه و یود بو داده شده است ؛ 

الف - مطلو بت تعین دامن تمریف و برد آن 

ب - تایم معکوس و مشتق آنرا تعین کنید 
9 جح - معادلاً عط مماس برمنحنی فوگ دا در شطهٌ ۸ به طول ۲ و همچنن معادلاٌ حط قاله 
برمنحنی نمایش تابع معکوس را در نطهٌ ۳ متتاظسر ۸ تعیین کنبد. ۲یا دوخط نسیت بدهم 
چه وضعی دار ند. 


و 
0 ۳ تابم با ار است . درهر يك از حالات۱ <ح > و ۱ کت بم 


معکوس ومشتق آنرا تهیین کنید. 


1 


۲-۲ ۶( 
4 ‌»- یع با ضا یلد اک ۲ داده شده است. نمودار اين تا بع و مودار معکوس آنر | 


و دستگاه مخمات رسم کنید . 


ت 4 ۳۳ تس 
> ۵- تابع با ضا بطهٌ تس و مفردض است . نمودار این تابم و معکوس آنرا در 


يك‌دستگاه مختصات رسم کنید. 


۶- تایع با ضا باس بو که در آن هو داده شده است . نمودار اين تابم و 
معکوس آنرا رسم کنید. 

۳ سل ۳۲-۱ کار برد مشتق در مسأئل عملی ما کزیمم ومی‌نیمم ده در بررسی مشتق و اکسترمم 
( ما کزیم و می‌نیموم ) ۰ که قبلا دیده‌اید گفته شده است که مشتق در موضو ع سرعت در مکانيك 
وفيزيك و مسائل مختلف درهندسه و اقتصاد و آمار وسایر دانش‌ها کار برد فراوان دارد. 
علاوه بر ما کزیمم و می‌نیموم نسبی ما کزیمم و می‌نیموم مطلق نیز مورد بحث وافع می‌شود . 
هما نطور که درسال سوم دیده‌اید برای تعیین ما کزیمم و می‌نیمم نسبی يك تابم مشتق پذیر بایدمشتق 
تا بع را نبت به متغیر مستقل حساب کرده و نقاط تفییر علامت آنرا تعیین کنیم. در مورد ما کزیمم 
و می‌نیموم مطلق باید حدا کثر و حداقل تابم مطلوب را در فاصلة تغریرات متفیر مشخص کنیم . 
گاهی ممکن است ما کزیمم و می‌نیموم نسبی ما کزیمم و می‌نیموم مطلق نیز باشد در زیسرچند 
مثال برای نشان دادن‌موضو ع می آودیم . 

مسدٌلا اول- مجمو ع دو عدد مثبت مقدار ثابت ۲۵ است.حاصل ضرب آنها درچه صورت 
ما کزیمم است . 
حل : اگر یکی از دوعدد »و فرش شود دیگری ۲۵-۶ خواهد بود . اگر حاصل ضرب 
آنها را ] بنامیم خحواهیم داشت : 
۵8> > و ع ( و - ۲۷۵) برد ۳ 
مشتق تابع 4-۲۵ ۷- - ۷ به ارای و -- بر صفر شلده و تفیر علامت می‌دهد یعنی 
به‌ازای > داریم << "طر به‌ازای یر دادیم ۳>۰. بنابراین نایم فوق به ازای 


و و دار ای ما کزیمم ۲ - ۳ خو اهد بود. یعتی در صورتی حاصل‌ضرب 3 ما کزیمم است 
که دو عدد برابر باشند. 

مسئلا دوم سس حاصل ضرب دو عدد مت مقدار ثاپت 1۲ است (ه «< 1) . درچه صورت 
مجمو ع آن دوعدد می‌نیموم است. 


۲ 


خبط کر یکی از دوعدد > باشد دیگری ِ است و اگر مجموعآن دو عدد را 5 بنامیم 
2 


۲ 
دادیم بو ۰ که ص آن ۲> > حال| گرشتق 5 راحساب کنیم محو اهیم داشتت :4 
۲-۲ ۱۲ 


ات امه ٩‏ 
۹ 1۷ 


حنانکه دیده می‌شود به‌ازاه ه ح< ع ‏ »و تابع دارای می‌نیموم »۲ عد 5 خواهد بود و دد این 
حال دوعدد برابر می باشند, 

مسئله سوم - مثلت متحاوی‌الاضلاع 00 ور به ضلع و مفروض است د ۸۲۲ ارتفا ع آن 
است . مر بع مستطیل ۷۲1۳00[ دا به فسمی در مثلث محاط کرده‌ایم که ۷ روی ,116 فراد 
دارد . معلوم کید درچه صزرت مساحت مستطیل ما کزیمم است. 

حل- ]۲1 - ۲4۷ داز فرض‌می کنیم. 


- ]۲۳۱1۷ - ۷ ]۷ 
۲ و 
۲ ۲ 0 


آ کرهسانعت مستطیل را ٩‏ بنامیم داریم: 
۷۷ 10 - 5 
جح ۲۷(|/۳- ۷/۵ - 8 
> د (م+ ۲ -)۲|حق .. ا ! ۴ ۱ 


"۳ ۳ ۲ 9 ۱ سر 8 
و ( 4 ۴۷۶-)۳/ < ٩‏ بدازاء  <‏ صفر می‌شود و به‌ازاء > مت و به ازاء 


8 


۸ 


٩‏ است. 


8 
مسئلا چهارم ‏ یمدايرة به‌نطر ۸۵-۲۳ داده شده است . وتر (]2) موازی فطر 
۸ رسیم شده است زادية 013-۷ دا چنان تعیین کنید که مساحت ذوزلقة ۲100 ار 

ما کزیمم باشد. 
محل؛ 


۸2+60 و 


۷ 2-۳ ۳) د ۲۳۵ < )۲ <(]) و ۳-۲9 ۸ 
وم 41-۲ ۲۳ 


٩۹ 3 <# 


>> و ۰ (ومه 4 ۸۲)۱]-- 5 


(»رومه 4 ۲  ۲۸۳)۵۵۸۲‏ [ باومن 1 ۲آومی اوه - ]۲۲ 8 
(6د - )ومع عت پزومن -- ع< )۲ ومن چت ه -- 8 


1-۱7۲ [۲) « بو یا (۲۱6۲۱) س و جب- (و هب 7) ۲1:۲2 -< ۲ 
7 7 1 
جون >> 0 سس < با تنها جواب دراین فاصله است . کل آئوقت 


7 7 مس , ۱ ءِِ17 
مشتق مت یک کب ی انو قت مشتق منفی است پس 5 در نقطفي دارای ما کزیمی 


۳ 
ال ۳ 


نمر بن 

۱- لفطةٌ هر به طول و روی محور () و نقطهٌ 13 به عرض و روی محود ۷( و عط 
(] به معادله و عت بو (به فرض ه <ر و حر و << ر|) داده شده است . روی خط (] نقطهٌ ]۷[ را 
به قسمی تعین کنید که : 

الف  :‏ ۸4-۸1 1۷ می‌نیموم باشد. 

ب : ۸۲-۲-۷۲ می‌نیموم باشد. 

۲- مقرائی مربم شکل به ضلم و سانتیمتر در دست است. از گوشه‌های این مقوا مریمهاگی 
به ضلم عز سانتیمتر جدا می کنيم وبا تا کردن مقوا جعبةٌ مکعب متطیل شکل بدون دری میسازیم . 
را چنان تعیین کنید که حجم جمبه ما کزیمم باشد. 

۳- يك ورقة مقوا به‌شکل مستطیل وبه مساحت ثایت "و را به چه ابمادی انتخاب کنیم " 
تایتوان با آن مکعب متطیلی بهارتفا ع ثابت ‏ بسازیم که‌دارای حجم ما کزیمم باشد (ازهر گوشة 
آن ورقه مربعی به ضلم ج[ بریده و آنرا تا کرده‌ايم). 


۶۳ 


۳ ثابت کنید بین مستطیلهای محاط در دایره » مربم محاطی:ساحتشی آر سا حی. کالال 


مستطیلها یشتر وهمچنین محیطش از محیط کلیهٌ مستطبلها بیشتر است. 
۵- بین متلثهای متاوی‌الافین میحاط در دایسره » محبه متا مشاوی‌الاضلاغ از محطظ 


ثلثهای دیگر یشتر 
۶- تحیق کنیدبین مثتهای قائم | ادخ به وتر ه » ملشی دادای مساحت ما کزیمم است که 
۳۹ 0 ۶ ءره 74 ۰ ۵ 
انداره ضلع مجاور به زاويهٌ قائمة آن 27 باشد 
۷- تحقّیق کنید بین استوانه‌های دواد کسه در داخل کرة به شها ع 13 محاط است آنکسه 
۱ ۱1 قر هن 
۳ 


۸- ین مخروطهای دوار محاط دركرة به شماع ] کداميك دارای یشترین حجم است؟ 
4- بین ذور نقه‌های متساویا لساقین به مساحت ثابت ٩‏ که زاويبه ساف و قاعده ع باشد 


کداميك محیطش می‌نیموم است. ۲ ‌ / 
( اب طو ل تا بسح 
جواب طو تب ( 
۰ - درون کرة به شعا غ [٩‏ منشور مثلث | لقاعدة‌منتظمی با حجم ما کزیمم محاط کنید. 
۳ 
اب ار تفا بآ ی ۳ 
(جراء ات تا ۳ 
۱- مخروطی برنیمکرة به شا ع 8[ محیط کنید به‌قسمی که قاعده مخروط منطبق برصفحة 


دایر عظیمةٌ نیمکره باشد و حجم مخروط می‌نیموم باشد. 
(جواب ادتفا ع ۳ ) 

۱ ۲- مخروط دواری بر استوانه به شعا ع اعد ] محیط کنید که قاعده مخر وط بر صفحهً 
فاعدهٌ استوانه منطبق و مر کز داپرة قاعده آنها مشترك باشد . در چه صورت حجم مخروط 
می‌نیموم است . : 

(جواب سس ۳ 
۳ ازنقطهً (,۸)۵ داقع در دبع‌اول بحورهای مختصات عمود برهم‌خطی‌چنان مرود 
دهید که اگر >د() دا دد ن) و 0 را در ([ قطم کند مساحت مثلث (]62() می‌نیموم باشد. 
(جواب سادلً خط اس + حِ( 
۲۴ ۱۲ پیل متثا به را که یروی محر ك هر کدام ۱/۵ ولت و مقاوت داخلی هر يك 
۱ 


بات اج امتبت به چه تر یب پا ید پپیو ندیم تا حدا کثر شدت جریان از مقاامت خحادجی 


۶۵ 


تیا ۳ ] ([ شدت‌جریان برحسبآمپر 10 نبروی محر هرپیل ؛ ۳ 


مقاومت داخحلی ۰ تعداد رددیف‌ها و ۱۳۲ 00 ). 
(جواب ۲ ردیف ۶ تانی) 


خط مجانب 

اس۳۳ب شاخه بی‌نهایت منحنی -- گوئم منحنی نمایش ئابع (ع)؟ ۲ دارای شاخة 
بی نهایت است هرگاه نقطه یانقاطی روی منحنی وجود داشته باشد که لااقل یکی از مختصات آن 
(طول یاعرض یاهردو ) به سمت بی‌تهایت میل کند. 


1 ۳ 


۸۹ ۳۷ 
عد 


من +4 ج- وا 


ح- 
۱ 


< ۷ دارای شا خه‌های بی نها یت است ذیرا داریم : 


۱ 
متال- منحنی نما یش ۱ ۲ ۷( سدع 
0 سس چجبعو] 00( ج- ور ۲ب و 
و و 
اب 7 ۱ ۲ 0ب ۲ 


۱ ۱ 
مثال ۳ جح منحئی یز ی دار اي شانمه‌های بی تهایت است زیر ا: 


0 0 
و 


و + - ۷ ی 

۳ 

۳۴-۱ تعریف خط مجانب : هر گاه منحنی (()) نمایش تا بع (»د)] بو داری شاخة 
بی‌نهایت باشد خط((]) را مجانبآن شاخه گوئیم درصورتی که فاصلهٌ نقطٌ متفیر ]1 از آن‌شاخه 
نا آن خحط وقتی که نقطه دوی آن شاخه بی‌نهایت دورشود به‌سمت صفر میل کند. 

درشکلهای صفحه بعد هريك از منحئها دارای شاخ بی‌نهایت است و حالتهای مختلف 
مجانب دا نشان می‌دهند. 

نحط مجانب منحنی » ممکن است موازی‌محور بو ها باشد که دداین صورت آنرا اصطلاحاً 
مجانب قائي گویند شکل (و) .و ممکن است موازی محور > ها باشد که در این صورت 


۶۶ 


۲ ۷ 
۷ 7 
9 
(6) 
0 (0) 
0 
2) 
(0 
(0) 


اصطلاحاً آنرا مجانب افقی گویند شکل (و) ؛ و ممکن‌است محورهای مختصات را قطم کند 
که دد این‌صورت ا صطلاحاً آنرا عجاثب مایل گویند شکل (6). خط مجانب منحنی ممکن‌است 


منحنی را دريك یاچند نقطاً قطم کند شکلهای (ط) د (ع). 

-۳۵-٩‏ 9یا ]- اگردرتابع () ] - ۲ داشته باشیم: 

0 ۳ ۰ 
1 1 

(یاهه )۵۵( س ]۲‏ (یامه )مه( بو (یامه-)م++-۲ 
خط(] به معدلا وس یو مجانب قاثم منحنی است. 

اثبات فاصلةً نقطةٌ دلخواه (7دعد)]1۷ از منحنی تا عط ((]) عبار تست از: 
| و - | <۷]۳؛ حال اگر نقطة ]1[ روی منحنی بی نهایت دور شود یعنی 0 + + ()< ۲ 
يا مه - بو بنابه فرض داریم وب یر یاه‌ | - | یمنی فاصله 1۷۲۳ به سمت صفرمیل 
کند و خحط (] مجانب منحنی خواهد بود. اثبات حالئهای +وبوو و - وج مشابه اثبات 


فوق است . 
۶۷ 


160 


از آ نچه گفته‌شد ننیجه می‌شود: 


۶۸ 


برای تمیین معادلة مجانب قائم منسنی تسابم (۶)5 لو باید و را چنان 
اختیاد کنیم‌که داشته باشیم: 


۰ ۳ ۳0 
(یام )مه مس | (یامت- )مه + ]| (یامه- )مه + لو 


نتیجه - محور‌ها دقتی مجانب فائم است که داشته باشیم: 


۳ ۳ ۳ 

یا یا 
( یامه -)مه+ بو | ( یامه )| (یامه-)مه+ مب 
۱ 2 


۷-۱ 


<< ۲ دارای مجائب قانم ۱ - 36 است‌زیر ا: 


مثال ۱- منحنی‌نمایش تا بم باضا بطة 


ِ 
۳ مه + ۱-۰ 
مثأل ؟- منحنی نمایش تا بم باضا بطه بو مجانب قاثم ۲ < پر دارد دیرا: 
۷۲-۰ 
«- ءز 
مه ۲-1 
٩ -۴ ِ‏ 
مثال ۳- حط مجانب قائم نحنی تابنع ۳ بو به معادله ۳‏ »و است‌زیرا: 
۳ب و 
ت ت ت ۱ 


۱ 
مثال۴- مجانب‌فا ثم ور رت و << ۲ یل سس ۱ محوز «دا) تیه 


وب ۲ ۳ < 
۳ 
0 بت ۲ 0 تب بت ۷ 
ِ رودومجا نب قا ثم به‌معادلدهای۷ ع< ر 


یا تب آررعی (۳سیر) 


۳ تا 
ویو هسوسو 


اس و۳ قضیلا []._ هر گاه در تابع ()]< و وفتی هه + مس یر یامه -- م و داشته 


و ۱ -- و دارد. دیرا: 


باشیم وب ب حط (] به معادلهةٌ -- بو مجائب افقی منحنی است. 

اثبات - فاصلة نقطه ( ۲ و ۶ )1۷۲ از منحتی تا خط (] به معادلهٌ وس ۲ عبارتست از : 
| - | -- ]1۷ . حالا گر]۷[روی منحنی بی نهایت دود شود یعنی هه -(- + یر یامه -- ج و 
مطابق آ نچه در فرش داریم دوع (عد) یس هب | ح - 7 | یمنی فاصلاً 1۷]۳ به‌صفر میلمی کند 
وعط ([ مجانب منحی خحواهد بود . 


از آنچه کفته شد نیجه می‌شود : 


برای تمیین مجانب افقی منحنی تایح ()] < ۷ باید و[ (۱ قسمی اختیاد کنیم که 


داشته باشیم 
ی ۳ ص نفد 
وب و« 7و 


۰ 


۶۹ 


که( بت و 00 ت جبت و 
شیحه محوزیزها وفتی مجا نب‌نحنی است که داشته با شیم : یا 


مب ۲ ۵ب 7و 


ت 


اش و ۳ , 
ی و اد ی به معاد له 2-۱ ۲ است ریخ 


دار یم: ۳ 


1 


۱ ۱ ۳ یی ۱ دیا 
مثال ۴- مجاب‌های فائم و اقی منحنی تابع 1 م4 ۳ عبارنند ار ۱ 2 »3 
6 سب 


وم -- مب 1 ۲ب زر 
۷۳ مه ۰ب ۲ 


و ۳ -< ۷ چون داریم: 


2 
1 -۴ 


الف ب مجانب فا ئم ندارد زیرا به ازای هر مقدار حقیقی از > این تابع پیوسته بوده و 


دار ای حد با بایان است. (توجه کنید که عبارت مخرج تابع صفر نمی‌شود ) 


یت دوسجانب افقی به ععادله‌های ۱ << ۲ و  -<‏ دارد ریراء 


تست یس ون 
1 
۳ ۱۱ 


هه جب 6 ۱ 
ات 
۱ ب 7 ۱ و 1 
۳۳ ۳۹ ۷ بش ِ<«1۲ 
اب +1 


!۳۷ قضیاا ]]] اگر حط (] به معادلة و جع ۷ مجانب مایل منحنی تابع 
(ع)؟ و باشد داریم : 
ی و ور 


وم بو " : 


۷۰ 


# 


اثات - چون خط (] مجانب منحنی است پس هب ]۷]]۲] حد یا ه-- ]۷]۲] حد. 
۱ مه( ج- ور هچ ور 


فرش کنید ه -- 1۷]۳۲ حد اگری زاوية حط (] با محور >() باشدچون خحط (1 موازی 
۱ 1-00 جب- یو 


۲ نیست گس 0 ودر تبجه ۰ 02وم . 
‌ 


در مثلث قائم الز اویة 1۷۲7۷۴ دادیم »وم 1۷][۷-- 1۷۲۳۲ چون حد ۲۲ وقتی نقطةٌ 1۷ ردی 
منحنی بی‌نهایت دور شود صفر است » حد طرف ددم نیز صفر: خواهد شد و با توجه به اینکه 
2۰ووم پس حد ]۷[ صفر خو اهدشد یی دادیم ۳ 

هد )۱-٩/(‏ حد س | لا[ - ]۳۷| حد ت ]1۷ حد 


0ه-(- « یا هجو موچ جر 
اثبات درحالت ه - ]۷۲۲ حد شییه به فوق‌است. 
0 -- ج » 
!۳۸ عکس قضیا [[] - هر گاه تابم (عد)]د و وخط (] به معادلا ط »و20 لا 


را داشته باشیم به‌ فسمی که ه -<- ( ۷ - 7 )حد یا » د ( ۷ بت ۲ ) حد , آنگاه خحط ([ مجانب 
وه 1 بت یز هم - جر 


منحنی است.. 
۷ 


اات- فرض کنید ه --( ۷--۲) حد . هر گاه دو نقطهُ ]1۷ و ۲ دا به تر تیب دوی منحنی 
مه لد بب و 


وعط (] با يك طول انتخاب کنیم دادیم : | ۷۲۰-۲۷ | ]۱۷ لا[ وجون نقطه روی منحنی بی‌نها بت 


دور شود با استفاده ازفرض داریم: هد | ۷-, |حد یعنی ۰ -- ]1۷[ حد ویاتوجه‌بهرابطة 
مج لب و 0 ملٍ جبب »و 


وم . 1۷7 -- ]1۷ که طرتب دوم آن به سمت صفر میل می کند خو اهیم داشت : 
ه -- ]1۷]]۲ حد یعنی خحط (1 مجانب منحنی است. 


مه -4 + ور 
اثبات درحا لتیکه ه -- ( ۷--۲) حد_ شبیه به‌حالت‌فوق‌است. باتوجه به‌قضیه [][ وعکس 
00 -ت جک 
آن دادیم 


شرط ارم وکافی برایایننکه حط ([ ده معادله -- 111۱ حد ۲ عجادب مایل معحنی 


خسابع()1 << 7 داشد این اسبت که ۰ 


هد | ۷ -- ۲ | حد ‏ یا هچب | ۲-۷ | ول 
وم - مب و من 1 + وا 


نثیجه - تا بمهایی که ی‌صو رت + وا مس و بوده و درجهً صورت کسریمنی 


(()۳ کمتر از درجة محر ح یعنی ()و) باشد دارای‌مجانب مایل 1 ۱۱ ح- ۷ می‌باشند؛ 
رش دادیم ۰ 


مج | سول حد یاهع | 9-۷| حد 


0 سب بت و نم سل ج »و 
!م۳4 روش آعیین مجانب مایل- برای تین + باوور - بو معادلهٌ نحط مجانب مایل 
منحنی تابع (ع)) - ۷ » درصورت وجود؛ کافی است مقادیر ۲۱ و و[ را تعیین کنیم بدوسمی کد: 


ه ح  [(‏ پوروور و حد یا ح(ح و -) حذد 
0 -- ج »و مه (- ج- با 


برای این کاد به شرح زیر عمل می کنیم . ( فقط برای حالت نجل بت و بیحث را ادامه 


می‌دهیم وحاات مه - بو شییه به‌آن است): 


چم دب 


0 سل جب بو 0 سل جب و 


۷ 


۳ ۱ ۱ 
مسر گاهصن + بت »و ۵ 3 بزا بر صهعر أست. با براین: 


پس اد نعیین مقدار و۲ از رابطة ه > ( وت از - بو) حد تیجه می‌شود: 
0 اجب 2 


لبصرة اس در موقع تین 2 ظ اگر هت و و ظ حد معینی داشته باشد ؛ مجانب 
حاصل افقی ‌ معادلداش ۳ ۷ ترجه 

تبصرف ۲- مجانب مایل 4و و دا می‌توان مماس برمتحنی (ن4) نمایش تابع 
(*10- ۲ داست که سمطه تماسش در بی تهایت تاست؟؛ پا ان اکر معاد له‌های: 


+ ص ع با د (۳)] << ۲ 


را باهم حل‌کنيم طول نقاط برخورد حط ومنحنی از معادلاٌ ه -< ط -- ومد - (5)؟ (۱) بدست 
می‌آید. حال اگر (عر)] يك عبارت جبری برحسب « باشد » چون معادلاٌ اخبر باید دارای ریشه 
مضاعف ص باشد باید ضرایب دو جملاٌ بزر گترین درجة معادله (۱) دا پس از حذف مخرجها و 
رادیکا لها| مساوی صفر قر اد داد تاصر و و بدست آید. ( درمو قعی که تا بم() ] سح بو کنکگک وشامل 
ریشگیزو ح است . باید طرفین معادله را به توان زوج دساند تا از صورت کنگی‌خار جح 
شود »در این صورت باید دقت نمود که مقادیر جح و ط بدست آمده ريشهٌ خارجی باشد.) 


1 


ما ۱- مطلو بست‌تعیین معادلهً مجانب مایل مز و 
بحل: نعط ۱ اد ۲ مجانب مایل تایع است زرا دار یم ؛ 
4 
۳ 
٩‏ جح -(۱ ات ( حل 
۳ ۳ 
ی تج 


بو 
مثال ۲ طلو ب است تین معادلات حطوط مجانب منحنی و ی 


اتف 


حل : خحط ۱ ح پر مجا نب فائم منحنی تابم است زیرا داریم : 


۱ احب چبب 16 
مه 2 جبب ۲۷ 


هر گاه مه + مر در این صورت هه + ب بو پس متحنی مجانب افقی ندارد وچون درجهة 


عبارت صورت يك‌واحد بیش از درجه عباردت مخر جح است پس متحنی مجادب مایل‌دارد. تابع 


را می‌توان‌بصودت ام ون خاقت عز ۷ نوشت (صورت را بر مخرج تقسیم کردیم) 


۲ 


0 
حل : جون هد 1-۱ ۲و پس منحنی مجانب فائم ندارد . همچتین منحنی مجانب افتی 


مثال ۳- مطلوب اصست تعیین مماد له‌های محانبهای منحنی تایع 


ندارد زیرا: 
وم -۲- بب 1 
م ط - 
برای تمیین معادلاٌ مجانب مایل باید حور .و [ راپیدا کنیم به‌قسمی که: 
(0< ۵ - ۲) حد ح< ‏ و ۲ حد ح ویر يا (۲-۲0۶) حد << و با حد <- 120 
تن تس 2۳ 0 - + و وم 1 بر 00 .لا بت )و 
رل ثر تیب چذین عمل می کنیم: 
رح ۷۲ 
+۱( ۷۲۲-0 1 
نت ۱ 9 ان 
+1۰ هه ۳ ب و +۱ مه + مب با 
سب 4 
تن یر بت ی منهج 
۱ و ۱ ی 11 
۱ ۳9 سب ۹ 
۲-1-0 ۲-7 ۲ 
+۷۰ حد ح (یو ی 3 ) حد ح(یرت ۲) حد. << ,1 
۲ات ۴پا- ؟ یو 


۲ 


۷۴ 


مس تصش حل 
زاب ید۱ ۷ ع 1 + ع 


۲ 


ی سب بح حل 2 ّت , 1 
"۱ زد ۱ 0 - بت بر 00 ت سب ی 


دس معادله‌های محادهای مایل هی عباز تنل از 


0 << سس 


- < ۷ب و برع ۲ 
مقال ۴ مطلوب‌است تسین ادلههای مجانهای منحنی نع ]یو ]و 
حل : منحنی مجانب قاثم ندارد » مجانب افقی نیز ندارد زیر۱ : 

۵ -2 ۲ ] 
مت 
| کرمعادلةٌ مجاتب مایل ح[ + »رح بو باشد از حذف ۷ بن : 
و 
و و 
۳ + اص0 ۳ ۳ ۵ ۱ ۲و۳ - »و 
م ۰۰ (۳ ۱ ۲0۵ ۰۷۳۲۲ ۱(۲ -- 9 ) 
دوتا از ضرایب بزر گترین درجه را صفرمی گیریم: 


7-2۱ (۲۲ » 2 ۲-۱( 
چ 
۳ مت «ا  »‏ ۰۳-۳ 12 
پس ۲- لو مجانب مایل منحنی تایع است 
تبصر مب هر گاه دو منحنی (ن)) و (6) نمایش تابعهای (»)1ع-,۷ د ()ع ج, ۲ 
باشند وداشته باشیم : 
۷ زو ود 


0ج اس بت و مه ل بت و 


دو ملحنی را مانب یکدیگر گوئیم. 


هی | .| .له هد ات۷ اعد 
۱ ام -ب ج »و ۳0 + »زر 


۷۵ 


نمر .بن 


معادلات خحطوط مجانب هر بك از تا بعع‌ای ۳ را تعیین کنیك. 


۲و۱ پات ۷ 
۸۲-۲۴۱۲ 2 ۷ 


0 


۲۴و ۰ 
۸ حد ۷ 


۲ 


1 ۸ ۲ 


۲۵- تحفیق کنید منحتی ("ر6) به معادلة 


ال سک دساف 
۱ )و 
معادلات آن خحطوط را تقییین حنل: 


۷۶ 


۱۲( 


۱۴( 


۱۶( 


۱۸( 


(ه ۲ 


۲۲( 


۲۲( 


سل 1۲ 
1 


۲ کل" 


۴۷۸ ۲۷ ۲ 1 سا وا ۲ )و 


۳ ۱ ۲ 


و اد اد 3 ۱ 


۷ 


۷ 


۲ رد ۷ 


د ,۷ می باشدضمناً تحقیق کند دو منحنی دارای حطوط مجانب م 


۱ ۳( 


۱۵ ( 


۱۷( 


۱٩۹( 
۲۱( 


۲۳( 


۷ مجانب منحنی (ر6) به معادلة 


تس ۰ ۲ 


, 6( : 2 ِ# 
۸ ۶ تا بع با ضابطة 3 ۷ مفر دض ‌است: 


الف ‏ پارامترهای و و ر[ و ع را چنان تعیین کنید که منحنی این تایع دارای مجانبهایی 


به معادلات و ۴ لور و و ۱+ را ۲ باشد . 


۱ 2 ۱ 
ی بهار اء مقادیرحاصلهٌ و و را وم که‌در فرض‌الف 
۱ 


پدست آمده است تعین کت 


۱ ۷ تابع زیر مفروض است: 


بر ند زب ول بو۲ عت بو 


الف - پارامترهای و و را چنان تعیین کنید که منحنی تابع فوق وقتی هم 1« »و 


داردای مجانب مایلی به معادلٌ ۴-۸-۳ د بو باشد. 
بب به ازای مقادیر حاصلٌ و و و مجانب دیگر تابع دا مین کنید. 
۷۸- به فرض اینکه 4 از صم-- تا مج تغییر کند و داشته باشیم: 
3۷ 1 
۰ ۱ 
خحواهیم داشت (ع)] بو » مطلو بست تعیین معادلات حطوط مجانب منحتی تابع ()) ۲ 


۰- تابع ]4 آ(و 1و۷ ++ روت و ( که درآن هحج ) فروض است. 


تحقیق کنید منحتی این تایع دار ای دو مجانب به معادله‌های ذیل است: 
مه مرن ت۳۹ 


مج ون روبع ۷۱-۵۲4 ] 
(راهنمائی : حد | ۷ - | را وقتی که مج -- م »ز تعیین کنید) . 


ه - تأابع ۲11( + )1 ود و ۲ که در آن ه ۳ مقروش است. 


تحقیق کنید منحنی این تابم دارای دو مجانب به معادله‌های ذیل است: 
)نس چت با ۳ 


۱۳ 


(راهنمائی: ما نند «سئلهٌ قبل سول - | را وقتکه مم + مب »و تعیین کنید) : 


بادآودی : با استفاده از فرمولهایی که از حل‌مسائل ۲٩۹‏ و ۳۰ برای تعیین‌مجانبها نمود ی 


نص 


۳۷ 


می‌تواند مجانبهای منحنیهای تابعهای »+ + مد | و + ۲و ع< بو را در حالتی که 
هم است به سهو لت نعیین کنید. 
۱ حطوط مجانب : منحنی تأابع دیر را تعیین کنید: 


۹ 


حل: ۳ استفاده از فرمولی که در حل مشاه ۳۹ بدست آوددیم مجانبیا ۳ تعیین می کنیم: 
ابتدا ضابطه تابع را به صورت زیر می نویسیم: 
۲( سا ۲ سس و۲ بت و 


۳ب و۴ اج (۱--)) ۳۷۲-۲4 ۷ ۰ هچب یا 
۸ ۲ تن لت( و) مت ۷ ۳ عم لا ۰ من چب 96 


۲- خطوط مجائب منحنی تابع ۱۹[ را به وسیلهً فرمولی که 
ازحل مسئلةٌ ۲۹ فرا گرفتید عیین کنید. 

خطوط مجا نب منحنیهای هريك از توابع ذیل دا به كمك دستورهائی که از حل مسئله ۷٩‏ 
و ۳۰ یاد گر فتید مین کنید. 


و از رو (۳۴ کی تاه (۳۳ 


۲+۱ و (۳۶ ۱ سوه ور و۳ و (۳۵ 


سس او ۲ < و (۳۸ لس نو (۳۷ 


۹- تابسم با ضا بطة زو سس مفروض است. 
الف- ووو دا چنان تعیین کنبد که منحنی تسابع وقتی هس( + یر دارای مجانب مایلی 
ه سول ۲ - جو۳ سب اشد . بهازاع مقادیسر اصل ود و و مجانب دیگرر شعنی را 


تعیین کنید . 


۷۸ 


نصل ۲ 


بررسی تغییر ات تو ابع 
تفس اد رم 06 1 9 3 
برادسی لعییرات ۱ 
۱-۲ - کلیات - فلا نکات کلی و خواص عمومی تابع را مورد مطا لعه قرار داده و سپس 
حالات مختلف آنرا در نظر می گیر یم: 

برای اینکه اين تابع کسری همو گرافيك نباشد بایدلااقل یکی ازضرایب و و "و مخالف 
صفر باشد . 

حالات مخصوص : 

۱- اگر ه ح اواح ی آنوقت" نموداد تابع يك سهمی است که قبلا دربادة ان 
صحبت کرده و تغییرات آثرا تحقیق کرده‌ایم . 

ظ 8 2 با 
۱ ۳۹ اگر 7-2 "و ؛دراين صورت هر گاه صورت ومخر ح تایع ریشه نداشته 
باشند اب خط »اع ۲ می با شد. ا گر صورت ومخر ج هر کدام دارای ریشه‌های متمایز ,3( 
باشند تابسع ۲ به ازای عت )1 ور < یز تعریف شله‌است. هر گاه صورت و مخر ح هر کدام 
دارای ريشة مضاعف ‏ باشند باز تابع ۷ به ازای , << ع تعریف نشده است. 

۳ اگر صورت و مخرج فقط دارای يك ریش مشتره ,و باشند صورت و مخرج دارای 
عامل مشتر لك »و -- عوبوده و نمودار آن با شرط لاو يك منحنی همو گرافيك ( به ازای مقادیر 
<عر) خحواهد بود (می‌توان دید که چون صورت ومخرج دارای يكريشة مشتر کند بین ضر ایب 
وو و وه و "و و "و و هم رابطه ه عک( هام 6و( وه -- واو) - ۲( وم - یو) برقر ار 
می‌باشد).| گر هد و آنوقت منحنی به يك حط مستفیم که فقط نقطهٌ نظیر 2 از آن برداشته 
شده است تبدیل می‌شود. 

مشتق تا بع در حالت کلی عبارت است از : 

مج( وم مه)۲ قطا ها 
کر او ۲ و) كِِ"» 
ااکنون تغییر ات تابع را در حالتهای مختات بردصی می کنيم: 


۳۹ 


تسه ّ‌- حالت ادل : و اي و ه رد و و هد "و 
دراین حالت داریم . 


۳ 
9 ۳۲ ۲ 


ک ز تعسو صورت و فش ح بر 1 داز یم وس و ِ 2 ‌ 5 


بای 


 -- 0 

فرض کنید که ل ریشه‌صورت کسر باشد [ زیرا دراین صورت تابع به معادله يك حط (به‌استثنای 
يك نقطه) تبدیل می‌شود ] . باتقسیم صورت برمخرح هر گاه حارح قسمت دا +۸ ویاقیما نده 
را که مخا لف صفر است [ بنامیم داریم: 

برا یه و )۱ 

0 -- و 
چنانکه دیده می‌شود تابع(۱) به‌ازای تمام‌مقادیر »ر بداستلنای [عد بر همین و پیوستد است و 
منحنی آن دارای مجانب قائم 0 -- و و مجانب مایل +۸ < لا می باشد. 

هر گاه محورهای مختصات را به موازات خودوهم جهت با آن به‌قسمی تغییردهرم که تقطد 

(,1-1 0 ۸ ود 0) (محل بر عورد دو مجانب) مبداً جدیدمختصات باشد معادله (۱) در دستگاه 
جدید با توجه به اینکد 40 ر--ع و 1۸01۲ ۷۲ -- بو است چنین خواهد بود: _ 


1 


چنا نکه از معادله (۲) دیده می‌شود نقطه )6 (مبدا جدید مختصات که محل برخورد دو مجانب 
است) مر کز تقارن منحنی است زیسرا اگر 6 را به چا -- تبدیل کنیم لا به ۷ - تبدیل 
می‌ شود . 

۱ 1 کر ‌ِ 
مشئق تا بعم(۲) سبت بهعز به‌صورت ۸ ۷۱ ی لس "۲ دربی آید.) گرد 


متبد اعلامت باشند مشتق‌دارای دو ريشةٌ 4 سب است که به ازاء آنها صفر شده و تفیر 


علامت می‌دهد . در نتيجه تا بع‌دارای يك ما کزیمم ويك می‌نیموم است ۰ ا گر ۸ و | مختاف. 


علامت باشند مشتق ربشه ندارد و تابع همواره‌صعودی یا نز ول است. نتبجه اینکه هر گاه 17 


اس 


۰ 


مبین سه جمله‌ای صورت مشتق تابع اصلی یعنی میین سه جمله‌ای صورت کسر : 


( هه )۲-۲۵6۲ اه 5 
)۲ ۸۹ 


مثبت باشد تابع دارای يك ما کزیمم و می‌نیموم است و اگر > باشد تابع ما کزیمم 
و می‌نیموم ندارد منحنی همواره سرت به نقطه رم محل بر خورد مجانبها متقارن است و نمودار 
منحنی به‌صورت یکی از اشکال چهار گانهٌ زیر است 


عتال - تعین جدول تفیر ات ودسم منحنی (2)) نمایش تابع با ضا بطة 

۳ سر 
۴و ۲ 
دبع بد ارای همه مقادیر بر به استثتای ۴ << معین و پیوسته است. منحنی نمایش تابم دارای 


محات فان ۴-- و است. برای تعپین مجانب مایل تابع راجنین می نو بسیم: 
۴ ۱ 
سس 4 سح 
۱ 7 
مس حول به معاد (۵ سل ۲ات و مجاب مایل هی استا. 


۲اه ار 
۲(ع و ۲ 
در ار اي هت ۷ داریم ۲ -- و با ۶ عز پس تابع يك ما کزیمم و يك مسی نیمم دارد. در 


ارای ه -- بو دار یم و ع- ۷ و در ارای و ۲ داریم وت ۷ با ۳ - و هر کاه نم اج و 
داریم ون 1 جب ب. 


جدول تغییرات تابع و شکل منحنی به شرح زیر است: 


1-0 2 ۴ ۳ ۲ 0 هه - | 


زک 


۱ 


آبصره- ثابت می‌شود که منحنی (ن)) نمایش هندسی تا بع با ضابطة 
6 و۱ 4 2 
6 + صا 


بك هد او لی است. این»نحنی تلاو ه بر خاصرت داشتن مر کز تمارن. که دربالا بد ن اث ز وشن 


ح- و 


حاصیتهای دیکگری نیز دارد. يك خاصیت جالب منحنی که برای رسم دقق آن بکاز می زود در 
زیر ذکر می‌شود: 
۲- ۲ - قطیه. ا گر خحط غیر مشخص (] منحنی (6) نمایش هندسی تابع باضا بط 
مس رو[ ۲-1 8 
را در دو نقطه ]1 و ۷1 و مجانبهای آن را در نقطه‌ه‌ای و ۷ فطع کند » همواره : 
۷ ۷۱ -- ۱1۷ 


برهان : کافی است ثابت کنيم که وسط ]1۷ بر وسط "1۸۷ منطبق است . 
بر ای‌ساد گی‌محاسبات دستگاه مختصات را چنان انتخات می کنیم که 0 محل برعوردمجانبهای 
منحی مبدا مختصات و محور ها بر مجانب انم منحنی واقع باشد. در این صورت معاد 4 


تابع به صورت .۰ 


)۱( ۷ -ِ‌ 
2 


۸ 


و «عادله توام مجابها بدصورت 

ه که (6 - () (۲) 

می‌باشد. معادله نحط (] را بدصورت کلی 
0-6 د بر (۳) 
انتخاب می کنم. از حدف ا بین معادله‌هایب(۱) 9 (۳) و پس از احتصار خواهیم داشت: 
ه ع [ + ۵۱ - *ز(0 - گر ) 

"یر و ابر ریشدهای این معادله طولهای نقطه‌های الا د ‏ ۷ می باشند. بنابسراین طول تعله ۳ 
وسط 1/3۲ می‌شود: 


۳ 


- با 
( 0 - ۲/۸ ۲ ۳ 
همحنین از حل معاد لدهای (۲( و (۳ باهم دار یم: 


هد (۸ - 1-0 :0) ۷ 


۲ » > 0 - 0:(۲ -- ۸ ) 
,وم ریله‌های این معادله طو اهای نفطه‌های ۷[ و ۷[ می‌باشند. پس طول نقطة ٩‏ وسط 
"۷ می‌شود : 
8 لا 


ی 


۰-۱ ۲۷)۸ .۰ ۲ 0 
از تاوی اع- و با توجد بد اینکه ۳و ۳ برخط (] واوعند. نتیجه می‌شود که ۳و1 
۲ 


برهم منطبعند و قضیه ثابت است. 


مطلو بست تعیین جدول تغییرات و دسم منحنی نمایش هريك از تابعهای زیر: 
۴ ۴ ) 
5 ۲ (۲ ۳ ۲ (۱ 

۲ 

۰ (۲ ۳-۱ و (۲ 

۱ را باب , سه سح اسب ‌ص 

و ۲ 
۷) در تابع ً‌ ۲ مقادیر م و را چنان‌تعیین کنید که (۰و۱)هه مر کز 


(- > 
ارب محنی نمایش تابع باشد ۰ پس از تعیین و و را «نجبی را رسم کنید. 


۴ 


۴-۲ حاات دوم ء ۰ ۱ در «ین حالت داریم: 
هب-۳ ۱۳۲۲ 
امن ام ۲۰ 
الف - مبین سه‌جمله‌ای مخر ح کر را ۸ می‌ناهیم: 
۲-۵ [ - ۸ 
هر گساه ۰> تابع همواره معين و پیوسته است . هر گاه ۵-۰ تابع به ازای هم 
مقاد یر ۰ بداستتنای مس حت 1 معین و بو ستد است و سحبی تابی يك مجانب قا ثم بده‌عاد له 
9 4 
تن < ۲ دارد . هرگاه ۸۵۸۰ تابع به ازای همه مقادیر عد به استشای ,رح یو و 
ک حت مر ه ر بشدهای س٩ه‏ حمادای محر ج کسرتابع. معین ژ بو ستد است رسحی نما یش ت بح دو 
مجانب قا ثم بده‌ماد لدهای 6 -< ۷ 3 ,زد نز دارد. 
بات مشتق تابع عبارت است از : 
رام مود( 6۵ مه)۲ ۲۲ع را( و واه 
4+6۲ را ی ه) كِثِ 
مین عبارت صورزت این کسر را ۳ می نایم : 
( وا ووا)( و -- )۲( هم - ۵60 -- 1 
هر گاه هح "ووژ- او مشتق يك ريشه دارد و تابع معمولا فقط يك ما کزیمم یا 
دهع رث ی نیم دارد. 
هر گاه 2 آوو - وج و ه << 1[ مشتق دو دیشه دارد که به ازای آنها تغییر علامت 
می‌دهد و تابع يك ما کزیمم و يك می‌نیمم دارد . هر گاه م.>] مشتق علامت ثابت دارد و تابع 
یا همواره صعودی یاهمواره نزولی است. 
(1۱ نمی تواند صضسر شود زیر ا در این‌صورت سرد حملداپه‌ای صورت و محر ج نا بع ر یمه 
هشتر لك دار ند که این حالت ضمن, حالهای تحاص فلا ذ کر شده است) ۲ 
۳ گاه مج + حد- ۱ 3 ت ری 
- هر ملد ج ود ٩‏ *ي‌سرد ۳ پس نی تمایش ۳ بسج همه اره دارای 
محات او تست ممتح اس 
ی ۳۹ ۲ 


رم 
د - هر کاه داشتد با 


ءم 


ه- وس راو )۱( 


ِ ظ ءِ 
آنگاه منحنی نمایش تابع دارای محور تقادن سم س -< عز است. ا گر ه که و دارای 


, 


طّ ِ 
محور تقادن سس -< بر است ا کر ه ح< و . مطلب را درحالت ردو و هد وا ثابت می کنیم 
وبقه حالتها را به عنو آن تمرین به عهده دانش آموزان می گذادیم ۱ دراین حالت معاد له )۱( هم 
ط 8 
ارز با هريك ازتساویهای ی و1 "2 


ب 


ط ی ۱ 
ِآ‌ عم می‌باشد, ازتلاقی خحط رو ع بو با منحتی تأبح 


داریم : 
و جدم - وی ار( راص ۲( ۱۱۱۵۸ 


که ریشه‌های این معادله » "و و "د : طو لهای نقطه‌های برخحورد خحط ومنحنی می باشند و داریم: 


2 , 
ط ط 9 سص) طا- روا و ات 
8 ۲۵۲ 95 1 ۵ ۲۵۵ ۲ 
2 سب 00 | ۲8 
2 
بحث بالا در جدول زير حلاصه می‌شود و در همريك از حالتها شکل منحنی در صفحه‌های 
بعد رسم می‌شود. (دداین جدول دلائل و همه جزئیات توشته نشده است) 


شکل (۱) : تابع دارای يك ما کز یه پمم و يك م ی موم است: ۱ 
۰<ر 8را سب ر2 
شکل (۲) : تابع دارای يك می‌نیموم و يك ما کزیمم است: 
۸۵ (مبین مخر - 
م> ور رن ۳ (مین مخرع) 
۱ ‌ ازه موی 
شکل ۳۱( : تا بع فقط يك‌ما کز یمم‌دارد -- ۳9۱3 - «[2 و من 3 
پیوسته است . 
> 1 ) سب 26 منتحنی دار ایمحور تقارن 
شکل (۴) : 6 بع‌فقط يك‌می نیمومدارد: 1 
<حر و6 - 86 8 
ست بت بت با شل 
و 7۶ ی 
شکل(۵) با شکل (۲۶) : تایج فقط يك‌ما کزیمم یا فقط يك‌می نیموم‌دارد: [ ح بل 
هر "ور - راو منحنی يك‌مجانب قائم 
شکل(۷)یاشکل(۸) : تابع فقط يك مینیمم یافقط يكما کز یمم دارد: 9 
۱ ۱ سس 2 ود دارد 
م > ور[ - "راو ۳8 
شکل(۹) باشکل (ه ۱): منحنی محور تقّارن دارد ولی ما کز یمم و 
می‌یموم ندارد : هت ور راق 


مت 


شکل (۱۱) : تابع همواره صمودی است محر ور 2۸ ۳۰۰ 
کل (۱۲) : تابع همواره تزولی است ..."هک هه واه 
۰ < ۵ 


شخل (۱۳) یاشکل(ع۱۴) : تابم يكما کزیمم‌ويك می‌نیموم دارد: 
۰ و - 8 سحسی د 
شکل(۱۵)یاشکل(۱۶) : تابم يكمرنیمم و يك ما کزیمم دارد: ‌ مجانب کالم 
ف‌ 
مک ور - راو ٩ ٩‏ 


شکل (۱۷) : فقط يك ما کزیمم‌دارد: ‏ ) صورت‌مشتق‌درجه‌اول است؛ 


دار د 


> ۵0-9 ه‌حد 8 - و۵ 
شکل (۱۸) : فقط يك می نیموم دارد: منحبی محور تقارن دارد 
هر و6 - 86 
تذگر : مطا لب بالاکه در مورد شکل نحنی نمایش توابح کسری درجه دوم گفته شد برای 
اطلا ع بیشتردانش آموزان است که قبل از تعیرن‌جدول‌تفییر ات از شکل آن ۲ گّاهی داشته باشند و الا 
تعیین تغیبر ات يك تا بعو رسم‌منحنی نمایش آن فر ورت‌نداردبه وضو عخ‌های گفتد شده‌اشار ه 


در «و له 


"0 
نماید و اگر در اینجا ما در حل‌چند مسئلةٌ نموند به آن اشاره نموده‌ايم برای دوشن شدنءطلب 


برای آنان است. 


(> ۰ 
۳۹ 


شکل (۱) 
و>ظ۸ 
> 8[ - راو 


شکل (۲) 


۸۲ 


سل (۲) > و > ش شکل (۳) 


> هرت راو 


86 - 68 > 


۰ ۲2 - جم ۱ 


شکل (۶) 


ه -- ۸ 


سح سم 


دکر (ر) > ور را8 


شکل (۱۲) : 
> - ره 7" م>۳ ه ح ۵ 


ه <ر ۵ 


ه <ر 11 
ور( 81 ۱ 
شکل (۱۴) 


0 ور او 


شک (۱۱) : 


نت 


0 زر ور اج 2 ه 
> وه < ۵ 


۳-۹ 


ه در ۲ 
شکل (۱۳ 


شکل (۱۵ 


۵۲ ۱۲ 


۷ 0 3 
۳ 
7 جح ی با ۵ << ره 
۲ 
٩‏ 2 ۲ 
۳ وه - ی 


۹ 


مثال ۷- تمین حدول خیرات وزسم منحنی ما یش تابج 
3 

تب 1 

۲-۴۶-۷۵ 


جون ه > و هک ور راو و رماع چم سس ۵و پس تأبع فتط يك می نیمو 


ات 


و منحنی دارای میحور تقارن "2 + می باشد و طول نفطه می‌نیموم یز همان ۲است. 


1 


تایه فص رك ما که ۷ 
[ ۶۱ دارم 
۳ ۸ زر هم ۳ 


(؟سلع) (۱س )۲ ۴ :و۲ ۲ 


۴( د) ) 
۲- < ی 
و ۲ 4 (۳۲-)۲ ۲ 

 ) ۲‏ 
ون اب ۱ب ۰ ۴ و ه  --‏ 
4 4 

۷ دن‌ سب ۲ ه << ۲ 

۱ 0 ۲ سس 0 سس 

بر ِِِ_ 

[ 
۱ ت مه با ]۷ 

سك س ام با ه پا ۱۲ م۸ ۲ 


مثال م۴- دهیین حدول تغییر ات و دسم ۳ رما یش : 


۳ ۱6 6 
سل ۲-۲ و 
جون۰-< ۸2 و هع او - راو تابع ما کزیمم و می‌نیموم ندارد منحتی محور تقادن 


تِّ 


۰-0 دارد که مجانب آن است ۰ می تو ان شگل تفر یبی آنرا بدون جلول تغییر ات با استفاده‌از 


خحطاو ط میحا اب آن ر سم 


ره ری 

۳( - بد) 
۳ من + بو اس ۵ حح زر 

4 3 4۹ 

بسن سس ۲ ۲۷ ۰ د ۲۷ ۳-- 2 ۲۷ 
0 1 ۳ ۱ 0 سب 
1 ۱ ِ 3 
۱ ر 9 ۳ 
س‌ ام ربا ۲ با هم با ۱ 


۴ 


مثال۵- تعین جدول تغیرات ورمم منحتی تما یش: 


۳و 
۶ 


یث هی موم و بت 


چون ه داد و 3۰ و ۲>۵- ح ور رآ پس تابع دارای یث می یمو 


ما کز یدم است و متوان ۳ استفاده از دوجا بت تانم و حانبت انقی شجل ثرا پیش بنی کرد. 
۵ را ۱۴۲ بر » 
۸ وت ۲ را / 

و ۲< ۲ 
۳ 
وم ۲ج ر] و۳۱ 2 ع پر ه - زا 
۱9 
رح ۷ 
محائت 2۱ ۷ ها ۷ ۳ ۲ 
2-۳ 7 -- و ۲ج ۶ 
مجانب‌های قا ثم ۳۳ 
٩‏ سس بت ٩‏ نن 21 مب ۷ 


تایح باراع جمیع مقادیر ۷ بامستناء ۳۲ و ۱ سب معین و بوسته است. 


موب اه ما ۲« 
8 ۱ بر سب 

ت- 0 سل ۱ 0 ۳ مسب ۰ 
سب هه رس ۱ مد ی ۷ ۰ ید 1 


مثال ۶- تعیین جدول تغییرات و رسم سحنی بمایش: ‏ 


به ازاع «<و دادیم جح[ و بد ازاء > دادیم ک سح 5]| 


پسس با بل تغییر ات دو ۳ ز بر را بردسی کرد: 


۲-۲۷( ۶۲-۲ 
۰ بش 
ول جع ٩‏ 9 و د 5۶4 


7 0 ۰ «> 


ت۳۰ 


تابع ۷ هم اره ده تسه اس و مستی آن بت است. 


ها ۱ اج , 
هر ۷ ۱ ۷.۰ 


وم 0 س نس ۰۰ 0 1-۱ ۸۶ 5 
ص222 -ح< ۲ 2 2-0 سس پا 2 
۸ سح ۸ ۲ 


كِِ هس و اج و 2۰ *] 
ارو ممعیبا مسا 
یر ات دو تا بح رادر يك جدول حلاصد می کنم : 


وم 1 0 - ۵ ۵ 


5 بع در ارایه - > می نیمم است امامشتق آن در ازاء ه -- »زا نامعین است. 
6 1و ۲ 8 
۲۳ سس ۵ س بعضی از خواص تابع :. گا حسل تب (درحالتی که لا 
و یا 8 مخا لف صفر باشد). 
ِ- هر گاه تابع نوف دار ای یلك ما کز یمم و بكث می لیموم با شد و منحی )0( نمایش 
تایع را ۳ ۳ دلخواهی‌موازی محوروها قطع کنیم ۳ منحنی را در دو نمّطه 7 و ۷ قطع 


2» 


مح 


تب . ویر ۸ و ۷ و تصاویر نقاط ) و (]»ما کزیمم و می‌نیموم تابع » روی محوررها 
نتخیر شیم توافقی می‌دهند. 
زیر | هر گاه حمل ۸ موازی محوروهاو بد معاد له 0 عد ‏ باشد ار حل دستگاه دو معاد له: 


ور 8۲ 


ام لیاوا 3 
0 -- 7 
حو ادیم داشت : 
ر؟) .حل - وص) ‏ در( وا وا) 4 عد(و  -‏ ۵8) 
و ۳« طول تقاط 1۷ و ریشد‌های معادلةً (1) می‌باشند. 
از بو مشتق می گبر یم : 
راو ها) ار( وم نع)۲ اد( ور مت ها م2 
سس - 
صورت آن را مساوی صفر قرار می‌دهيم : 

1 هس (اهع- نوا) بو( او - امو) ۲۲و( عظ -- طه) 
,اد ,و طول نقاط ما کسزيمم و مسی‌نیموم ریثه‌های معادلةً (17) می باشند حال اسر 
۰ و« ۷" و ك و »1 به تر تیب تصاو یر قاط ]۷[ و ۷ و 0 و (]1 روی محوروهاباشند داریم: 

(مر )۷۱ و (مری آا و (می)) و (فوید)(1 
برای اینکه ثابت کنیم چهار نقطةٌ اخیر تشکیل نقسیم توافقی می‌دهند باید ثابت کنیم: 
و )۲ 
اما با استفاده از معاد لدهای 1 و 1 داریم: 


( ۰-6۵ ۲)۵۵ وم - حظ 
۳۳ ۹5 
"و - ط و 7 - ظ 0 
- ده "سل 6 و تک یر 
8-- "108 ۱08-2 
۱0 8 - 86 006 و 30 
۱ 8- ۲03 3 و ک 21 تق ۲ و )۲ 


وب ارات رای( وت وع) تلم > ۱96 )( ور واه) ال( فص( ومع وا) 
پس از احتصار مشاهده می‌شود که مقادیر دوارف ساودی باهم بر !بر ند, 


۲-هر گاه‌منحنی()) رابا نحط زوس 7و موازی محور رها قطع کنیم همواره ببن ۶ و ۳ 


هون قاط برخورد حط و منحنی رابطهٌ مستقلی از جوه به صورت زیر برقراد است: 


ار 


۳ 11( 


ربرا بانوجد به معادله ] دار یم: 


1128 - ۱۲8 - 


ا گر جر دا بين این دو رابطه حذن کنبم رابطهً مورد نظر بدست می آید . 


۳ رکه شاهده می‌تود هر کاه ب شید یی نهد ۷ -- بر ری نی مماس ِ اشد 


معادلة (]]1) همان معادلةً ه - ۱۲ است وهای حاصل عولذ ات ه« کزیمم و می‌نموم است: 


هک ( ارام - اهرا) با( و6 ۲۵0 ۱ ۵ اد) 
بنا بر این نکاهداشتن فرمول ]]] درذهه کار آسانی است. 
۲- ۶ - تعیین عرضهای ماکز یمم ومی‌نیموم تابع بدون استفاده از مفتق 
جانکه در بالا دیدیم معادله 

(1) ه ع(م )4 و( اه ۲ (2 - ۱8۵ 


صول‌های تقاط بر تعورد بط ووو ت بو ومنحنی (ی)) دا می‌دهد حال‌هر گاه ی مین این معادنسه 


مثبت باشد ممادلد دوجو ات ودر شحه یل منتححی ر) در دو تطه تما یز نع می کند. 
هر گاه ۵ مبین معاد له را صفر قر اردهیم »سعاد له(]) دارایر يشة مضاعف بوده وحط برمسنحنی 
مماس است. یعنی ریشه‌های معاد له 
(1۱)ه ع )ها )۴ ۲( را راوا ) جت , ش 
که برحسب 1 از درحهة دوم است عرض‌های تقاط ما کز یمم وهی نیموم می با شند. البته با ید تو جه 
داشت که این ریشه ضریب ۲ را در معاد له (]) صفر نکند» زیر ا در آن حالت ماد له (1) به يكك 
معادلهٌ درحهةٌ يك تبدیل می‌شود و مبین معنی ندارد. 
۱ 
طو لعای تطدها ی ما کز یمم دمی موم عبار تست ار؛ («[ - 5 حِ دم 
(8 )۲ 


ادله (]) که در آن بدجای () بد ریب مقادیر ۷ و ,هب ریشدهای »عادلهٌُ ( 1۷) را قرار 


می‌دهیم. 
(5)] 
تمصر ۵ب در مو ۳۹ بع میحاسبة عرضصض ما کز یمم « ی موم ۳3 ۲ می‌تو ان‌ر یشه‌های 
شتق را بهعا اینکه درک ()؟ () ] شرط ایک 5 
مشتق را به‌جای اینکه در بل ۳ قر آردهیم‌در کسر ك- ۳ ( بهشرط اینجه (د)یج و () اج بد 


ازای آن‌مقدار صفر نباشد) قراردهيم زیر ا: 
(۰۸)۷() ع ح (ع)و() 
"[ (6) 6 


صول ما کز یمم و می‌نیموم ریثه‌های صورت مشق است یعنی : 
(۶(۰۲)۶) و > (۲)5(۰۵)۶] 
چود ()ع د (*) و صفر تیب طرفین دار (6ا) ام ()ي تفسیم می کنيم تا تیجه شود: 
(۶ (5)] 
(۶) ع (*)8 


م2 ۲ ۱ و رح ِ 15 ۲ سم 
درهو اردی که ر یشه‌های متتی تدد کنکك است است‌هاده ءی‌نود کهمحاس 4 


هريك ار توابع‌باضا بطه‌های‌ذیل: 


ح .طلو بست سین حدول دیدر ات ور ت_ دنحنی ها پیش 


۷ 
۱ (۷) ۱( 
3-۳ اس ۱ 
و (۲) ۱( با 
۷سا سل ۲ ۲ ۴ ۲ 
۱ (۲) ۱ (۵) ۵ 
و ۲( سل >) 
سپ -ِ )۷ 
(۱- ۲ )۳ (۱ -- ) ۳ ۸ 
ات ۲( - )۳ 1 
۳ وت یو ۹ 3 
۲ وی سر ید۲ ۵-۴ ۲ و 
/ ۳۳ -‌- سس رگ 
۱ و ۱۳1۰ 0 (۱۱) ال 
وس پوت ۳ ۲-۲ و 
و کح 
۱۵ ۲ ۲ 1 ۲-۷۵ بر 
۲و ۱۶(۱) ۲-۳ و (۱۵) 
- | 
۳ س 6 مت و و( ۱۷) 
۴ رال ۲۵۲۱ و 
تا نم با سم ِ - ۰ ۰ 
۱۸ ابع باضا ب 0 سح و که در آن ردو است مفروض است ؛: 


الف. چه رابطه ای بين و درا برقرار باشد 5 +۱۱ (ل ما کزييم و ون 


ه ه ۱ 


ب به فرض ۵ ده و ه د ور + ]۷ جدول تفیرات تابع زا پس اد تعیین پارامترها 
کعیین ومنحنی آ ترا زر سم کنید. 


1 
1 4 ِ ء 
26 سس چر 


0 ۱۹- مط و بست یی بت دول لغب رات و رسم منحتی نمایش 

خطی که ما کز یمم را به می ایموم می پیو ندد پنو اسیك. 
سح و مفردض استان ‏ 

۴ سوم -- ۲ 

الف. منحنی نمایش آنرا رسم کنید. 


مر اگر هر و ۳ دو بط از مه تحنی باشندکه مماس در آنها مو .ری محور وه باشد و بر 


4 ۵۰ تأیج - 


و ([را پمپ ندیم ۳ خط‌حا صل منحنی را در نفطه دیکُری مانند 6 قصع کند. مرصو بست‌مختصات 
شطهٌ ز). 
جح معادلهةً مماس دد ب) دا بنو یسد.ا کر خحط اخیر منحنی را در (] فطع کند مختصات 
اس او ۷" مطلو بت تین جدول مد رات و دسم منحنی (6) دما رد ش تابع. 
۱(۲- :2) 
۱ سل ۲ »د 
انا ا کر را[ نطه برعورد منحنی (6) بامجانب آن باشد معادلهً خطوطی راکه با ضریب 
راو به‌ای ۲۲ می با شند و از ر[ کذشته‌اند بنو یسل هر گاه ۱/۳۳ دو نفطه دیکر برحورد خحط 
مد کور بامنحنی (ر)) باشند حدود پادامتر ووو را چنان ین ند که دو نقطه برخورد دیگروجود 
داشته اش در حا لت مخصو ص که 1۷ بر ,۷ منط, ي است مقادیر 112 را نعیین و مواضع 
1۷ ۳ ۷ را مشخص کنید. 


۲ 
5 8 4 
۲- تابم با ضا بطه دس وی در آن و پارامتر است مفروض است. 


۴-۳ - 6۲و 
اولا برحسب مقادیر مختلت پارامتر و در اشکال مختلف منحنی بحث کنید. 
انیا به ار اء 0۵ اسهم ی ‌ با ۲ - مد و مایحنی‌ها را در يكك دستگاه مختصات رسم کنید . 


الا - به ازای ۱ س دج و ۳- و مئحنی‌ها به چه صورت درمی‌آیند. . 


‌ِ ۳7 
- | ستک.اه مختصات ع 
ت ع و۲۵ ٩‏ بت 
رهم رسم کرده باشیم ومنحنی راباعط جع بو فطم کنيم تا نقاط ,]1۷][1 بدستآیند و هر گاه 
,3 و ,] تصاویر آن نقاط روی داد باشند؛ 


الف ب مختصات مرکز مستطیل ,۷,۳,۳ ]۷ را بدستآورید. 


۳ اگرمنحنی (ز)) نمایش تابم 


ب - تحقیق کنید دایره‌های محیطی مستطیل‌متفییر ,۳,۳ ۷, ۷ همواره بردايرة ثابتی که 
مر کز وشعا عآنرا حواهید یافت عمودند. 
1-۵ در ۲-1 81 
6 > و۲ ]2 
يك‌ما کزیمم ويك می‌نیموم مانند .و13 باشد . تحقیق کنید پاره حط (۸1 بوسیلة ,(] و ,(1 


۷ هر گاه تایعم و دارای در مجانب قاثم ,(1 و ,19 و همچنین 


بد سبت تواهی تسیم می شو د. 


۲ 
رت ۱ مب ح .. ثٍِِ«۳ ۱ 
۵ ای رو ح و مفردض است. هر گاه منحنی (ر)) نمایش تابع مجانب 


افقی اش را در رآ فطع کند؛ 

او تحقیق کنید | گر تابع فوق دارای مر کز تقارن باشد مرکز تقارن همان رآ[ است. 

ایآ پارامتر ۸ راجتان تعیین کنید که تایع فوق دارای مر کر تقارن باشد و به ازاعمقداد 
حاصل ۸ منحعی )+ را رسم کنید. 

۷۶- اولا - مطلو بست تعیین جدول تفییر ات و رسم منحنی ۲" نمایش تا بع: 

۷ سا ۱۲ سس و 
هلآو ۲ 

انیا سا کر حطی بد عرص ۱ مسوازی محور‌ها متحنی ] را در ]۷ و "۱۷ قطع کند و 
طّو "۳ به تر یب تصاویر قائم ]1۷ د ]۷[ روی محوروها باشند و [ مرکز مستطیل ۷۲7۷۲۳۳ 
فرض شود مختصات قطه 1 را برحسب 1۲ تعیین کند و معادله رن[ مکان هندسی [ را بنو پس‌دو 
مسحتی را رادرهمان دستگاه مختعات رسم کنید. 


"۳ ۱ ۴۴ ۲و ۱ ۱ ۳ 
0 تعسر ات تابع و -ته ۲ را تین و منحنی [ نمایش انرادسم 


کند. 

ایا ۳۹ دی 2 ۱ مواری محدورپوه منحنی [ را در ۷ و ۷[ فعلع کند مختصات 
دط ]۷۷ دا برحسب ارات ۸ بتوسید معاد له 4[ مکان هندسی تقاط ۵] را نیز تعیین کنید 
و منحنی را دردمان دستگاه مختصات رسم کنید. 


۷ (۱۱۱ -- > ) ۲ كثپِ« 
۸ بت دا نم حد 1 مع, و مت 
/ ع .»و سا ۷ 5 ۳ ص‌‌ 
۱( حدود ۱۱[ راحنان تعیین کنید که تابع فوی دار ای ما کزیمم می دحم باشل. 
۲( ره اراء ه ح 177 منحتی 0 نما یش تا بع را رسم کنید. 


۳) هرخط غر پمثخصی (] که ازمداً مختصات بگذرد منحنی ۲ را معمولا" در دو نقطهٌ دیکسر 
7 و 1۷ قطع می کند. | کر ۳ وسط فطع خط "]/[]۷[ باشد نشان دهید که مجموعه7[ متشکل از 


۱۰ 


۳۹ 


تقاط ۳ قسمتی از موداد تابع ۱ 


7 می باشد . منحنی بر را در همان دستگاه مختصات 


دمم سد. 
دمم لح 


دا بعیای کشک 
۷-۲ لعر یف حه تابع (5)]ح بو را گنگک گویيم درصورتی که عبارت (8)5 سبت به > 
نگ باشد . 


با بعمهای 


عصی. وی 


کي ۳ یل 


سا سس 
دای تفع تفت ات بل تا یه کیک هم رل سب تن هم مق انم 
‌ با بان 5 ت‌‌ تا ۳۹ با ی 
- ادا مار ایا ار ما کی ی ِ ك 
| ار بت ! سل 8 ی , 4 دحا ی زر متیر مر شه یت ٌ جر هه ی و ید ست ۳ دی ۳۳99 
۳ ۳ ۳ ح- ۱ جات 
ساست ۳ 8 تن را عبین2 و رشدهای ی و تدم کدی رز یوم مودد ت_- گ ساست ج‌عو 2 
ا ۳ ۰ ۳ ۱ گ 
ود ول وماک در و هم ر لمم دا یم را معله م مه مه 
۰ ریمم ومی‌تیموم #ابج دا معلوم می کم 
> ریب داد ما ه / اد دیا را ِ , 
هت ا کر منحجنی شا جه بی تها یت داشتد ناد مود رت اه ص ما اس نب مر درو رو حور 
ک 
سر نم 
تا کی ۳ 


یی ره و ۳ ۱ 1 ۰ : ۲ ۱ ۰ ب‌ 
د -- حنل دعر حله دیکر ار حمید س_9 بر حورد ی رز دامجه ر ۳۹ 5 پددا. در صمه رت <, د 


‌‌ 


۲ امکان. تین ‌ ۹ 


که ۳۰۰" 
1 


ها جدول تعییرات تا نع زا تظیم و از روی ان منحنی مایش تا ‌ را رسم ی کنم . 


لو جفه دور وق هت 


ری ن ربشدهای دشنی ویا زیندهای ه ح ۷ا» دز حور نی کد معادزد کک 


۸ | ۶ 


ناش بای و حجه داشتد باشد کد ر شدهای حاصیا ریشد عار حی تن ده ودر فاصندای باشند کشد 
: تِ» 4 با مس ی د! و 


یم تن مات 
تال ۱- سین حدول تعبرات ودرسم محتی نمایش تابع : 


تایع به ازای مقادیر ۲ << > معین ویو سنه است. 


2۲ > 
۳۳ ۲ ح 2 مه + بت ۲ 


مسر سرا من 


مسحبی میحا بت تنل ار د 


)6 0 
منحنی دراقطه هر بر حط (] مماس است. 


مثال ۲- تعیین جدول تغییر ات ورسم منحنی نمایش تا بع؛ 


۱-۸ 
صت 


تا بع در فا صاهٌ و معین و پیوسته است. 


۴ بو۳ ( آ ات 
اد تسس یت ارو 
 *‏ ۲(۲۱ 4 --) 
۲ سل یواست 


ریشه‌های مشتق | سب و ۲ است که حون در فاصلةٌ ] ۲ و ۱ نیست غیر وا بل قبول است. 


) < ۰ ) 
۳۳ 1-۰ 


۲ #‌م ۱ مر بت 
۱ 

۲ + 

ون (- مم ۵ گم 1 


حول ۲ حد بر مجانب قائم منحنی است. 


منحنی در مبدا مختصات بر محور نها مماس است. 


مثال ۲- تعیین جدول تغییر ات ورسم منحنی نمایش تا بع: 


اک سب ۲ حح 
۲-۱ > ۱ 1 


۲ حت > ۰ 
برای اینکد تابع معین باشد باید ف۳ یتی ۲< یا > ع(۰مشتی تأبع پس از 


ساده کردن برابر است با : 


ن ِِ 
۲ ۲ ۱ 
۱س و 

]| 99| ۳ ۳ 
۳9 «سب] ۵ ۲-۲ 
ون # ۲ ( تست ارم 0 |16 
- 
۵ -- ب ۷ 

کت 5 ۱ 

جاص - ۷ هم ی 2 


منحنی در هر بر حط ۲ سب ومماس است. 


۱۵ 


مثال۴- تعیین جدول تغییر ات ددسم منحنی ندایش ۲ بع : 


تابع به‌ازای ۴<ید مب 


۴سا ۲ ۱ 


د و سته است. مسمی 5 بع‌عبار تست ار: 


سا ۲ ۱ ۱ 
سس - ات ۲ 
۳ | ۲ ۷-۲ ۲ 
۱ 
تحت 
۱ ۴ ۱ 


9 6 و ست ۲ کر 


ها ال اسآ 


این معاد له ر بشه ندارد پس منحنی محور ها ۳ فطع نمی کند. 


, ۲ 
۳۳۹ ۱ 
‌ "1 تس 
۷ ۱ 
نن 4 ۳ ۳ ۷ 1 
ر / 
۳۹ 
م 
0 


سنحتی در بثر بر حط (] مماس است. 


۱۰۶ 


۸-۳ - بردسی تغیبر ات تامهای: ۱ 


منز تب )۱ 
۷ وا اوح (۲) 


برای تعیین تغییر ات تا بعهای فوق مانند سایر توابع گنگ که در متدمهة این بخش کر 
کردیم عمل می کنیم و منحنی نمایش آنها را با استفاده از جدول تغییر ات آنها رسم می کنیم 


منتهی جون منحنی نم‌ایش هر بك از تا بعهای فوی یکی از مقاطع مخروطی است توضصیح بسشتری 


در بارة آنها می‌دهیم وسپس بهذ کر جند مثال می پردار یم: 


برحسب] نکه م6 6 مب. 


را داریم: 
۰ 
الف:و>م ۸-۵ ۱ 
زه ۵ 
هت[ 
نی 0 


م۵ 


۱ 
۳ 
۱ 


۲ - ۸ وهمچنین ضریب م مثبت. منفی با صفر باشد جدول زیر 


عبارت دیر هر يك از رادیکا لعا همو اره منفی است و نا بعهای (۱) 


۶ (۲) همواره ن-امعین‌اند و امو دادری بدا رت 


عبارت زير رادیکال بهازای‌جمیم مقادیر > به استلاعت سب و 
ر‌ ر‌ ۲ ۰ 


قطة ( رده و )۸ می‌باشد . 
عبارت زیر رادیکال دارای دو ريشةٌ 4 است » بتثكك> ۰ 
وتا مها درفاصلة [,عود<] معين و پیوسته‌اند ونمودار آنها شاه 


بی نها یت ندارد و یمی از پیضی ( یادرحالت خاص دایره) است. 


وم : نمودار هر يك‌ار دوتا بح حط مستفیم آاست. 


>« : هر يك‌از دو تا بع همو ار ه تاءمین است ونمودار بد‌ازد. 


هر يلك از دو تا بع به ازاک و ص معین و بیو سته‌است‌و نمو دارهر يك 


يك شاخةیی نهایت دارد و لی دادای مجانب نیست (یمی‌از سهمی ) 


هر بل ار دو تا بع بعه از ای دس > معین و بوسته است ونمودار 
" 


هريك يك‌شاشهبی نها یت‌داردو لی دادای‌مجا نب‌نیست (لیمی ازسهمی) 
عبارت زیر رادیکال همواره مت است وهريك ازدو تا بع همواره 


معین و بیوسته است. هب ر مسحی دار ای شاخحسه بی نعایت بست لز دور 


مجانب دارد ( نیمی‌از هذلو لی) 


عبارت زیر دادیکال مجذور کامل است ونمودار هريك از دو تایم 
ج: ۰ ۵-۰ عطی شکسته است. 
عبارت‌زیررادیکال‌داد ای‌ر یشدهای, ری »ر بوده ودر فاصلهٌ [ م۵ + ی 5 ] 
د ,۲ مه -[ مثبت وهريك ار دوتابع در فاصله‌های مذ کودمعین 
۵۰ و پیوسته و منحنی نمایش هر يك ار دو تابع دارای شاحة بی نها بت 
است و دومجانب دارد ( نیمی ازهذ لو لی) 


بطور خلاصه | گر »> معمولا منحنی نیمی از بیضی است وا گره دی منحنی نبمی‌ازسهمی 


است واگر »<< منحنی معمولا نیمی‌از هذلولی است. 
یادآودکه درحالت ه دم هرگاه تابمهای (۱) و (۲) دا به‌صورت: 


1و دج ۷+ 6اه بو ۱۱( 


ارو )۷ - اس برس بو (۲( 
که در آن ه ح<ج در آوریم دربخش مربوط به مجانب دیدیم هريك ازدوتابع دادای دومجانب 


به‌معا د لههای زیر می باشد : 
تابع (۱) دار ای مجانبهای: 
2 
۱ ۳ ۱ 0 
تابع (۲) دادای مجانبهای : 
و۰ ] ( وس »0 ) عظ وت ۷ 
۳ ۰ 
مثال ۱- تعیین جدول تغیررات ورسم منحنی نمایش تابع : 
۲و 


باید ۲-1-۴2 یا ۲>>-- باشد تا تابع معین باشد. 
۰ 7 ۶ / ۲۹ 1 
۶ 0۵ سح 7ص مس 
دا ۲۷ ۲ 


۱ ۲ 
۴حت- 2 ۲ سس چا 
2 و 


مه 4 9 تس م۱ 
نْ- معادلهً ه سح ب ریشه ندارد. 


۲ بحم 0 مر _- 


۳ و۳ ۱ ۷ ۲" 


تمودار فوق تیمدایر ه است که در بث 5 ۸ بر (1 و 1۳ مماس است. 


مشال ۲- تعیین حدول تخیر ات ورسمججی نمایش تابع: 


اس بو 


با ید هجو سل ۴۲ بنی 4 دا بل در فا صله [۲,*] با شد ۳ تأبع هعین داش 


۴ سل ۴ سب ۱ 
سر << و 
با /1 
62۲ وه وا 
هآ 
محیا میا و 


مسحنی تیم بیضی است و در ۵ بر محور ها و در ار برنعط ۲ )و مماس است. 


۱-٩ 


مثال ۳- تعیین جدول تغییرات ورسم منحنی نمایش تابع: 
دک از ۷ سس برس بو 
تابع به‌ازای مقادیر فاصلةٌ [۴, ۰ معین و پیوسته است. مشتق پس از ساده کردن می‌شود:" 
اس او 
- 1 
معادلة ه ‏ "و یعنی و۳ ار ۷ سل و دور یه ۲ ۲ و۳۲ ۲ 
دارد که در آن ۲ /| ۲ ریش خادجی است و ریشةٌ مشتق تنها عدد ۱/۲ ۲-۱ است. 
7 از عادلةً ه عد ٩‏ برایز دوعدد ۲۱/۲ و ۱/۲ ۲بدمت می‌آید که‌در آن ۲ ۲ 
عارجی و ره دامی معادله ۲/۲ ب۲ است. با براین داریم: 


۲-۲ ح ع) ‏ ۴ و ه -< )ز سحتت ۱ 5 
اما 


ه << ۲ ۲ << ۷ ۳ ۲ 
برای تعیین علامت مشتق درهرفاصله عددی راکه ريشهٌ مشتی نباشد در مشتق قراردهید تاعلامت 


1 - -۱ 


مشق به ازای آن معلوم شود. 


۴ مر ۲/۲ را ۲-۲ 7 ْ 
0 س_ 6 سل 0 "۷ 
۲ ب ‏ ۲۲/۲ م72 و مم ۱-1 


منحنی لیم بیضی است وبرمحور توها وبر خط 
(] مماس است. / / 


۸0۵ 0 ۰ 


مثال ۴ مین حدول تغییرات و رسم مسنحنی تابع 


اس و 
تابع به‌ازای ۳ - چ< 1 معین و پیوسته است: 
و 2 سح سل ۱ سح ٩‏ 
۳ > 1 ۲ 
از معاد له هت ۲ بدست می [ ید اد و و ۲ و که سس و 


ر بشه عاد جی معادله است پسر یشة و ۲۷ همان ۳ بت است. 


ِ ۳ ِ ۳ 
۲ | هه م1 هس ۱4۲و | 
0 4 چم 9 را ۲ رز ۳ اد 


بِ 


مه سل هر اتل ۳ مر ما مر ۲ 5 


مثال۵- تعیین جدول تغییرات و دسم منحنی نمایش تابم: 


دز لو ۲ نو 


حون ۲-۴( بر ربشه ند آرد یعنی >۵ ۳ بع همو ار ه همین و سوسته است. 


-- سح بر ۱ ۱ ۲ات و۲ مب 
۱ هد ٩‏ » ۱ "<" حت ۷۶ 
۳ ۲ ۱ ۲:۴ 4 ۲ ۲۷ 


ر بشه‌های معاد له هت ۲ عبار تست ار ۵ تس و ۴ سب -- 2۲ که هر در ۳ بل قبو لند. 


۳۳۵ و یا  ۲‏ عت ۱ 
مسا ما با 


ماس رس تم 
برای همین محا تا هی دو بسیم : 7-۱۳ ۱ ) ۲ << ۲ پس مجانیهاعبار تند از 
(۱ 4 )۲4 ۱ ۸۰۷۱ ۷۱۲ ] 
و 
هم سب بت و مه + | 


یا : ۳ ماع ۲ و دود ۷ 


مثال ۲- تعیین جدول تغییرات و دسم منحنی تابع با ضابطة 


۵ - و۲ ۳5 سل وت ۲ 


تأبع به‌ازاء ه << ۴۷-۵ ۲1 یعنی به‌ازاء ۵ - > یا ۱ << معین و بیوسته است. مشتق 


وس ار ساده کردن می‌شود؛: 


مسمبر 1 


معادلةٌ ه 1۷ ریشه ند‌ارد. 


۳ ۰ ۳ ۱ و 
60 لد چه ۲ ست حت ۵ سل 006 تچ 5 ۴-- ح< ۲ ۲ ح- ۲۷ 
هر گاه بنویسیم و۲ ۱ اس بو مجانبهاخعار تند از ۰ 


(۲ )2 ۱ سل ات ۲ 
یا : ۳ سل ۷ حت لا و ۱ب ح ۷ 


منحئنی لیم هذ لو ی است و بر نحطهای 
"12 و )1 مماس است. 0 


و۳ 


لمر ین 


ا لت +صلو بست تین حون تغیر ات 5 رسم منحنی نمایش در يلك ار تا ببهای ریر؛ 


دی عب ۷ بو رده 
هل (۴ ۲و (۳ 
2 ۲ اس و (۵ 

ح ۱ (۸ + ۷ ( 


وا وا (ه ۱ )ز دا نو 2 ۳ 


سس تس 7 
نو (۱۲ ۱ بو 3 ۸ 
ار ‏ ص بر توت 
۴۲-۵ بو (۱۶ ۷۱ +۴ - وا[ بو (۱۵ 
وم ۱ (۱۸ 1 دس بو (۱۷ 


۳۹ دس 
۷-1 (۲۰ و۴۱۳۷ اس و (۱۵4 
ب - جدول تغیرات هريك ار دو تا بع 7 9 ۷ را نوشته و منسنی نمایش آنها را در يك 


دستگاه مختصات فائم رسم کنید: 


ما لا و و ملاا ‏ اواعت ۷ 2 


ور و۳ زجب رو (۱ 


ثبِِ« ۲ "۷۷ 


م2 
نو و ۲-۱ 1 ۱ لوحت ۷ (۲۳ 
ِ بذار ۶۱ مادیر »شتا ۳ دز اشکال مختلف منحشعای نمایش در يك از تا بعهای ریسر 
بحث کند : 


م۱ (۲۵ (۱ )توس و (۲۴ 


اس مطلو بست مین حدول تقییر ات و رسم مسحتی دمایش هر دك از تا عهای زیر: 


- ۳ ۱ 
ات ۱ ۱(۷ ۲۰۲) ع و (۲۷ ۲۱ بو (۲۶ 


۱۴ 


(۲۹ تسم -- از (۸ 


و ۳ 8 ۳ تعر بف ت تایع مثلثانی تا بعی ار متغیر حقیفی است کهدر آن حطو ط مشلثاتی و وبا 
خحمو ط اتقو سهاک تج (0 و ۹ اعدادی درست‌اند د «حدو) بکار رفثه باشد مثل : 


جع ((] و 09 که (:)] و > وا س- ()]ه بوومی زو ()] 


وس موه ()] و (۱ه 1 :<< (5)] و > ومء - اعد (1)) 


<وامه - رواع ()1 2 ۲۲۲-۱ دون ۲ نو عد () ۱ 


در این بخش بشتر در مو رد تا بعمهای مثلا تی که در ان ۱۳۹ حطوط منل2اتی کمان پد و با ت 


ه 


بکار رفته باشد مطالبی بیان می‌کنيم و از ذکر تابعهای متلثاتی که در آن علاوه بر حعلوط مثثاتی 
خود قوس و نیز بکار رفته باشد حودداری می کنیم. 

؟سه اب تابع متتاوب سس تابع ()] سب را متناوب گوثیم در صورئی که عددی مانند 
هرد وجود داشته باشد به قسمی که اولا اگر 21(۶ آنوفت :(۲121(+ ین انا رابطا: 
(4-1-)] - («)] برقر ار باشد. 

اگر يك کوچکترین ) مثبت موجود باشد که در شرایط فوق صدق کندهآن غ را معمولا؛ 
نشان‌داده و دوره تتاوب تابع ۶ می‌نامیم. 

مثال ۱ تابع مثلثاتی باه 2 ۷ دارای دورة ناوت ]7 می باشد زيرا می‌دانه: 

( ۲۲۸ )مر دور 

که در آن 1 عددی درست است. 

حال ا گر ۱ -<ع] خواهیم داشت: 


( ۲ ی وت 2 ویو 


بنا براین کمترین «قدار مت ۲1۲ مقدار ۲ است پس حت 1 
۲ ی باشد. دیراء 
سب وووی و کمترین 


مثال ۲- تابع تلا نی 22 ۷ دار ای دوره تناوت ۷۲ << 
( جع ۲ -11) دمه > وه و در نتیجه بازای ۱ 1 دادیم : (۲ -08)26» 


مقدار مثبت ۲167 در ازای ۱ -- 1 حاصل می‌شود. پس ۲۲ :- " می‌باشد. 


مثال ۳- دوره تناوب تابع وا  <‏ برابر چ - ۲۳" می‌باشد زیر ادادیم 
4۱۶ <) وا ۸0 


ودر ازاء 1 کمتر ین مقد ار مدت » ۱ حاصل می‌شو د. 
مثال ۴- دوره تناوبت ۷۲ برابر ۲" است ریرا دار یم: 
( 1 + ) وامه > >( وامه 
و کم‌ترین مقدار مشت 17 در رزاء ۱ ع[ بدست می‌آید. 
3 8 , ۰ 
مثال ۵ - دورء تاوب تا بمهایا ۵/0 < ب دا وزومه ‏ ۰7و ردو ه گرم عبار تست از؛ 
۵ 8 
3 : ۷/ 


عو : ۲7 


و ظ 


دیرا داریم : ۱ 
۲12 
1 


دس موس (۲۷۶ 1 ده[ +>) -] 911 


۲162 1 
ومد (ع۱ او )0 -- [ ( ری ۳۹5 03 
ودر ازاء ۱ 1 داریم: 
۲7 ۳ 
۵ 


مثال دوره تتاوب تا یعهای 3 وا 7 ود امس رز رد و ردو[ هبار تست از : 


_ و , 
۳ : / 
زیر ا: 
8 8 د 1۴ 8 
اد وا (۴ع ۳ )وا (( 2 ]وا 
ط 
پم (م+) وم (( یک )و ]واه 


مثال ۷- برای تین دورة تناوب تابع >ا۶ومه ۷-۱ »نو کد و داریم : 
۱۱۶ 


دوره تناوب ۴۷ جوم عبارنست‌ار : (: ۴ [1 
1 دور تناوب »ومع عبار تست از : و ۶ 1 
اگر ,1 و ,1 را تحدالمخرج کنیم می‌شود گت ,1 و ,11 و چون کوچکترین 
مضرب مشترلك ۳ و ۲ برابر ۶ است و داشتم ج ۳ و سم ۳۹ / 
ی دوره تناوب تابع فوث 7 می باشد. 
مثال۸- تعیین دور تناوب تابع : و > » ۰ دورةٌ تناوب تایع 


۲ 
وم برا بر است با ۴ :۲ , [ و دورد تناوب نابع و وهی برابر است با 


7 - : ۷۶ , ]". چون کو چکثرین مضرب مشترل بین ۱۲ و ۳ عبارت است‌اد ۱۲ پس 


کت 


۲ بح ۷ ۷۲ ح 

۱۱-۲- تعبین تغییر ات دودسم منحنی امایش تابع مثلثاتی متناوب 

برای سم منحنی (4) نمایش تابع متلثاتی متاوب ())] یو ابندا منحنی (0))نمایش 
تابع مذ کور را ترسیله جدول تغییر ات آن در یکی از فاصله‌های تناوب مثلا" (2۸-1-71 , 9( 
دسم ام‌وده میس منحنی حاصل ۳ بسه انداره بردار ۷ مواری محور پوها که انداره 
جبری آن روی محوررها 11 (ع1 عددی درست است) می باشد انتقال می‌دهیم هر گاه به »1 
اعداد درست بدهیم وعمل را ادامه دهیم منحنی (ی)) نبایش تابع دسم می‌شود. 

لا اگر (6) نمایش تابم »هو در فاصلاً [۲۶ و ه] (شکل بعد) و ,۷ 
شطه‌اي از آن به مختصات (, 9172 و ) باشد هر گاه تقطه ۷ ۳ به انداره بردار مواری 
محور ۳ که اندازة جبری‌آن ۲1 ) درشکل اندازة چبری بسردار ۲۶ را ۲ اختبار 
کرده‌ایم ) می باشد انتقال دهیم نقطه (. و ,۷ ۱۷ پدست می آید. 

داریم : 

ات 2 


بخ ( ۲1۲۹ چا )اه ۵۸ 2۷ 


وجون مختصات 11 در معاد له ت ۲۷ صدف می کند پس ,۷1 متعلق به‌نمودار است. 


۳۷ 


۷۸۵,(( 


توجه: واحد اندازه گیری کمان »زرا روی محوریوها هميشه با رادیان تعیین کنبد. 

نکت مهم در بررسی تغییر ات تابعهای مثلثاتی شامل تانژانت یا کتانزانت باید مقادیری 
ازتفیررا که ددازای آنهه (- م7 یامه - «-7 نیز تعیین کرد. همچنین بایدتوجه کرد که این گو نه 
تایمها معمولا"مجا نب‌فائم دار ند وباید معادله‌هایآنهارابدست آورد. مثلادر تا بع (-0 واه و 


قائم منحنی تابع می باشند. 
مثال ۱ تعیین جدول تغییر ات و دسم منحنی نمایش تابع 4-۲ و دا زو ۷ مت 7 
در فاصلة [۲ و ه] 
تابع همواره معین و اتصالی است. مشتق آن می‌شود: 
(۵ - 0۸ )009 -<- 009 ۵ -- امه ۵0 ۴ 7و 


عامل (۵ --:۴۵) همواره‌منفی است» بنابراین علامت مشتق مخالف علامت 2ومم می باشد. 


٩ ِ‏ 7 
ر یشدهای ه << روم عباد تست از؛ برد ۳ 


ریشه‌های قا بل قبول ه نو عبار تست از دیثه‌های واه 


۳ یا 7 و ۶ یا ه یو ۳ یدیا یو 
, ۶ 6 ,۳ ۳ 2 
٩ ۲ << ۲‏ << 7[ و ۱ - < ز 
۲ ۳۴ ۵ ۴ :۰ 
۳۲ ۶ ۲ ۶ 
ت‌ 0 سا 0 تب 11 
سس 
٩ ۷ ۲‏ م را اس با »۷ "1 


۱۱۸ 


۱-6 ۰ و 
تال ۲- تبین جدول تقیرات ورسم منحنی نمایش تایعد مب لو در نام 


[۴ و 7- ] 


هك" ۱ ۱ ۱ 7 
دورةٌ تناوب‌تابع ۲ است. تابع به‌ازای ریشه‌های - با :8 انقصا لی‌است بنایراین ام ور ٩‏ 


7 -_ و مجانبهای قائم منحنی می باشند. 


7 و۳ 
تأبع دراین فاصله به‌از ای مقادیر ی و ریز معين و پیوسته است: 


که 0 


, ‌ 


هل ۵۲۱۲ ۲) ٍِِ "" 


۱۹ 


| که یا جت بر با » ح ‏ 
2 
با 0 2 مب ۷ ۰--| 
۱ ۵ ۳ 1 م ؟ِ_ ۳ ۱ 
300 7 ۲ 1 
۱۳۳ 
ب_ امه 1 مه 4 یاس یدب مر ۳ 
0 ۳ ۷۰2 ام ۲ 1 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
5 ۱ ۲ 


تست سم 
سرت 
یت 


۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 


مثال۳- تعیین تغیبر ات ورسم متحنی نمایش تابع ت ۷ در فا صله یکی از دوره‌های 
توب آن تا بع فوق همو اره همین و پوستد است. دوره تتاوت آن ۲ سب ٩‏ : ۲-- [می باشد 
پس تفییرات تابع را لا درفاصله [ ۱ و ۱ -- ] تعیین می کنیم. 

هو یا ۱ یا اس سح بو چب- و 96 ۷ 


۲ ۲ 
سته ۱ 
ا - ع و ات یا ۱ ۷ 
۲ ۲ 
۱ ۱ ۱ 
۱ ی 9 كت ۶-۱ 
۳( ی ۱ 
۱ 
0 ت_ 0 لد 2 


لبصره س برای تعیین تغییر ات و رسم منحنی نمایش بعضی از توابع مثلثا نی یازی به مین 
مشتق وعلامت آن‌یست و کمتر ین مقدار و بشتر بن ۰مذار و صمود و تنزول تایع ۳ می‌توآن در 
فاصله موزرد نظر تعیین امود. مدله در منال با می‌دا نیم کسینوس قوس‌از سب تا صفر صمودی 


و از صفر تا نزولی است وا کزیمم و می‌نیموم آن ۱و ۱ -- می‌باشد. 


مر .ین 
الف - دوه تناوب هريك از تابعهای ذبر دا تعیین و منحنی نمایش هريك را در فاصلة 


یکی از دوره‌های تتاوب رسم کنید: 


۱( ۷ ۲( ۲-0 

۷ امه < ۷ (۴ ۲ (۳ 
و( ۳ 

۵( ۷ 22 


۱۳۱ 


۱ ی 
وب ۷ )۸ ۵ 7 2 


۲۷۳ اعد لا (۱۵ << ۷ ٩(‏ 
7 
۱ (۱۲ ۷۰ (۱۱ 
۱ 1 
9 09۳۶/۶ ۲ -- ۷ (۱۴ 71 د) ومع ۲ << ۷ (۱۳ 


7 
۱ ول ۵30 ۲ سس ومع ۲۷ (۱۵ 


ب ‏ تعریف - دامتة (ع1 یاو[ ج جرو ۸ ) يك تابم مثثاتی متناوب عبارتست از قدر مطلق 
نصف تفاضل ما کزیمم و می‌نیموم آن در فاصله‌ای به طول يك دورهٌ تتاوپ » مثلا در نایع 
موه ۲ دام آن برایر | و | است زیرا : 
+4 - ۷:0 با و۷ 
ر| لو - رو[ با 1۷11 
| 8 | ۸و۲ (و وت ) مت وا و 
۶ تابعهایی به‌صودت اوه و دچ ومع بنو یسید که: 
[) دامتهًآنها ۳ و دوره تناوب‌آنها ۴۶ و هعد(ه)]. 
[[) دامنهٌ آنها ۵ و دوره تناوبآنها ۱ و ۵ (0)] . 


سس ۳ ۱ 
[1]) دامنةًآنها ۲,ه و دورهة‌تناوب آنها 2 و و (۰)] ه 


۳ ۲ 
۷ دوره‌تناوب تا بع خن هه (:1)] دا تعین کنید. 


۱۸ دور تتاوت تایح 3 واه + روا( را که در آن 0 د 6 اعداد درست 
۳ 
و مثبت و نسبت به هم او لند تعیین کنبد. 
جح مطلو بست‌نعیین جدول تغییرات و دسم منحنی مایش هريك از تابمهای زيردد یکی‌از 
فاصله‌های دوره تتاوب . 


9۲-۳ ۲ بو (۰ب ۱- و60 ۱ 

ت_ 0 تست بت 

۲۱ هس 1 1-۱ ومع ۲ ۶ (۱۹ 
افرش ۱۳5 5 ۳ - وا 

ری ۷ (۲۹ 2 (۲۱ 


60872 7-0 ) 


۲ 
609 ۳ - یرومم ۲ ۰۲ ۲۷۴۱ 5 ۳۳ 
۱ 6092-1-۱ ۲ و (۲۲ 


۱ 


۱ سس زر ]و ۲ 


۲ -- ۵۱0 1-۳-۳ 01۲ ح< ۳۶ سب سم ۳ 
شتا ۳ و و ( 
۱ 

۷ ح< ۲۸ میت سس سس ی ۷ 
یام 1 ۷-9۷ ۳( 24 1 ۲ ۲۷ 
۱+ عاومء > و (۳۰ ۶ 800 2 1 (۲۹ 

7 
مه ۲ ۸۰۷ ۲ (۳۲ 3 (۳۱ 

دب مطلو بست تعیین تغییر ات تا بمهای زیر در فا صلهة [ ۲۶ ه]؛ 

۱ 

۵09-۳ << ز (۳۴ ( دومع ۱و و (۳۳ 


۲ - |باومع + من۳ ۷ -- ۷ (۳۵ 


ه - دریکی از فاصله‌های دور تناوب جدول تغیر ات تابعهای زیردا تعیین ومنحنی‌نمایش 


هر یلك را رسم کنید ۰ 
3929 ۳ ۱ ۱ 
مب - ( ۷ ۷۱ 0۳۲ -< 7 2 
9۶ (وس 
۲:0 1 ۷ 18 -- ۷ (۳۸ 
۳ و (۴۱ من 
۰ 7 سح دح 
۰ ۳ -- ۲ و ۲ (۴۰ 
۹ 1۳-۱ 16092 64 
س وومی ۲ ۳ لا (۴۳ 1-9 617 (۳۲ 
۱-۱ سس 6وروی 
۴ > > و تس ۴۵ سس مس 
۲٩1 ۲‏ "۱ ۶ 1 (۲۴ 
5 اور و ۲ ۵:۳ ۲ 
6 00 ۵ ۲ وم ۲ (۷۲۷ ۳۳ ٩‏ (۳۶ 
۲ ۱ ِ - 6192 
((۱- ۱ )وه <- ۷ ( ۳5 ۷ (۴۸ 


۱۷۲ را در فاصلهٌ ۲ > > ۲ -- بردسی کنید. 


۱۳۳ 


۱- مطلو بست تعیین جدول تغییرات و رسم( مئحنی نمایش تابع زیردر فاصلةٌ [۸ ره ] 


دا 
سنا 5 
مقاسه یت با جند عدد با در شه‌های معادله درجه دوم 
۱۲-۳ مقایسه با استفاده از نموداد » اگر معادلهً درجةٌ دوم پارامتری ؛ 


۳ ),۲۳۵( ۰ )۱( 


را که در آن > از درحهٌ دوم و و پارامتر است داشته باشیم و بخواهیسم اعداد مءلومی مانند 
۵ و ۵ و... را با ریشه‌هایآن وقتی که پاراهتر ورو تغنیر کند قایسه کنیم » ابتدا هو را بر حسب 
و از معادلاً (۱) تعیین می کنیم تا (عد))- ووو بدست‌آید ء آنگاه باتوجه به اینکه ریشه‌های 
معادلهٌ (۱) همان طو لهای‌نفاط برخورد منحنی (2)) به معادلةٌ (ع«)] دب با خحط (()) بهعادلة 
0 ع- ۲ می‌باشد » منحنی ()) و خطهای << »ر و 6-< و را در يك دستگاه عختصات دمم 
نموده از دوی شکل‌معلوم می کنیم به ازای مقادیر مختاف پارامتر و چه موقع حط ((])منحنی 
(6) دا قطع می کند و دضع طو لهای نقطه‌های برخورد متحنی و خط را با اعداد بو و 28... 
مشخص می کنم . 

مصولا جدولسی جهت 9 تنظیم مي‌کنيم که در آن مقادیر ور دا از مه -- تا مه - 
به تر تیب می و یسیم , بهحصوص مقادیر ما کزیمم و می‌نیموم » در صورت وجود . و مقادیسر 
(0)] و (0)] و... (عرض‌نقاط برخورد خطوط بع بو و 6 دبا منحنی ن6)» عرض مجانب 
انفشی تأبع (ا گر وجود داشته باشد) را در آن جدول وارد می کنیم , سس در هرفاصله نحط 
ورد بو دا در شکل رسم نموده وضع طولهای برخورد خط ((]) و منحنی ()) دا نسبت به 
اعداد یه و 8 مشخص نموده و نتيجه را در جدول می‌نویسیم. 

یاد‌آوری - اگر معادلهٌ ه -- (10, )۳ بر<سب ید از درجه دوم نباشد و خواسته باشیم 
عددی را با ریشه‌های آن مقایسه کنیم » باز به همین منوال که در بالاگفته شد عمل می کنیم. 

مثال ۱- مقايسة ریشه‌های معادلهٌ ه -< 4-۱ و(۱- وور) - آعر به ازای مقادیر مختلف 
۳ با علد ۲ . ۱ 


۱ »و 
نتت و 


ابتدا 0 درا برحسب ۷ بدست می آوریم : 
۱۹ 


۱۳۴ 


همانطور که گفته شد ریشه‌های معادلهةٌ فوق طو لهای نقاط برخحورد منحنی () ) به معادلة 


۱ بِ 
و وحطل (12) به معادلهٌ 0 هه ب می باشند ۰ حال منحنی (به) را سم می کنیم : 


ب- جر .7-2 1 ۱ سب 2 > ۲ 
٩ 2 ۲ ۰‏ صت ۹ , 
د سس ۰ " سس ۷ 
0 -2 ب ۷ ۳ ۱ سب ح< 


از روی شکل بالا جدول زیر را دادیم: 


مم -د ۳/۵ ۳ ِ- - | ۱0 
۲ ۲ نت3 آً ۳۳۹ 
ی شا رک 
رو | ده | ده اه 


حط ,(1 ۱ حط ,(] ۱ خحط ,(1 ۱ حط ,([ 


۱ ۲ > 0 > و( 
حط ,(] حط ,(] حط ,(1 
مثال ۲ بت مقا یه اعداد و۵وه با ریشه‌های معادلهً پارامتری : 


و ( )۲۱۵۲ ۲۲۲ 


۴ ۲و۲ 
ت ۷ (6) چب ۱ 101 
اس ۲ 
صطر -- | ((1) 
۷ ۱ ۳ 
۱ یا ۲ ۱ ۱ ۶۳ 
دحاو ۷ ت "2 
۷ یا و | 
۳۰ .۳ 5 ه -- 3 
۲ 1 ۸ 
ما مد وا 2-۴ ۱ 
۱ 
مه + ۵ ۲ ۳ 0 اب مه تب | بر 
۳ 9 5 5 » 1 ۲ 


هم مر و سمل یا ت‌ یا ات یا ۲ مر 66 مت |[ 3 


- 


۲ ِ ۱ ۱ 
منحنی تابم مجانب فائم << ک و مجانب مایل ۲ دارد . 


۱۳۶ 


۵ | | ۱ 

با توجه به‌شکل منحنی. جدول زیر تنظیم می‌شود: 
ن سل ۶ ۴ ۲ سس ۴ سب 0۵ ۳ 10 
6 فک ۱ ریشثه ندارد که > کیک ۱ مک که که ۹6 ۰ ۹ 
0 یط پزة | خد ,9 ۱ و و 


رکه 0 ۵ > >۷-- ۲ > ۲۳ 


حط ,(1 )1 »1 حط,([ 
مثال۳- مقايسة عددهای ۲ و ۴ با ریشه‌های معادلة : 


ه ده ۴( ۱ )۲-۳ > (۱- 9۵ ) 


ا گر و را برحسب و بدست آوریم خواهیم داشت : 


۱۳۷ 


۳ 
۲۷| (() 
۲ سس اه آوزعت 
> او چب - سد "7 
۴ -- بر ۳9 ۴- یا ۱ -- یز 
9 ۸ 
مس ۳- - | ۵ 
۳ وت و ۳ 
مه لد ۴ ۳ ۲ ۱ 0 ۴ سب وم - | ۶ 


سس ۲ 
۳۴ ۳۳۹ 0 


برای منحنی دو مجانب فائم هد زر و ۳ و و مجانب افقی ۱ ۲ وجود دارد. 


۱۳۸ 


۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 


مت تسا سم نج چت مت جات سح سس مسبت سا کچ 


۷ 


صت وت ختت ت مت مت جت خوت رت 


یت نت هجیتن من ری 


0 


۷2 


۶ 4+ 0 


۱ ۳ سب 0 - 1۳ 
>>> > > ۲ > و >>> بر ۱ مک اک 1 
خط ,(] ۱ خط , ( خط ,0 خط 9 
>« ۷ ۱ >> ۷ 
خط ,1 حط ,(1 
۲۰۴۲ > و مک اک هن دوز 


مثال۴- بحث در تعداد وعلامت ربده‌های معادله در جه سوم نا رس وه اس و۳ )و 


وقتکه پارامتر ۸ تغییر کند. برای این نار باید عدد صفر رابا ریشه‌های معادلةٌ پالا مقایسه کرد. 
داریم: ۳۲-٩‏ ود ۸ پس: ۳۳ )۰( 


«- وا 0) 
تابع فوق همواره معين و اتصالی است. 
۰ - ۲ - يا ۳+ -- > ۱ 
 : 0‏ هآ ٩‏ و ۴۳6۲ "زا 
۵ يا ۲۷ - - ۷ ۱ 


۳۵ ۳ 
وم دبا ۲۵ 


وچ ۳4۳۵ ۲ ۱ ه ۱ 
+ 


مه ...مر ها هر ۲۷ ید ۱۱ یا ه یا ۵ 


مه سل ۵ 0 ۷ سب مه | ۸ 
ک ‏ اکک اک اک اک اک ۱ وک ۲ 3 
۱ حط م(] خط ,(] نعط ,(] ۱ 
وک ۳6 ۱ ک هک 
حط, (1 محو ر پرها حط, (] 


جنا نکه از روی جدول دیده می‌شود معادلة با لا ممکن است دارای سه ریشه يا دو ریشه‌یا 


يك ریشه باشد وعلامت ریشدها نیز در هر قسمت مشچخص است. 


[/ ۴ ۲ ۳ 
مثال ۵ اولا جدول تغیبر ات‌و منحنی نمایش تابم ۳ لو را رسم کنید . انیا 
ازروی شکل منحنی در تعداد ریشه‌های معاد له مثلثاتی 


م۲ (۱ 6 موی ۳(۷۲ 4 و ۲) -- ۱(۲ واه ۲ )۵۵ 


17 
که در آن > بینم و ه است بحث کنید . 


اولا" : تابع به ازای 3 مقادیر باستتنای ۰ مین و پیوسته است. 
سا 
۶ بط ۳ج 
ز م مه ۲ ۰ ۸ << 
گس یا 
۲ ۲ 
مد + مب »و ۳ ۲ ب ایا ه ج لا 
۳ 
۵ ۲۷ 0 ح- ۷ ۵ -2 بب ۲ 
۲ اه 
هه ۲ ب‌ ۰ سس ۴ سب مه - ی 
۹2 ۳ 
سا اس و هب هواس ق 
ید 00 4 | - ب 1 
اه میاه مر م ‏ ۷۴ 


۱۳ 


۱ 


9 
۱ ۱ 
أْ 
1 
۱ 
۱ 
۱ 
اوروکت ۱ 
2 72 
۱ ۱۲۰ / 
۱ أ‌ 
و۵ ۳ اپ 
1 ۳ ا" 
۱ نه ۱ ۱ 
۱ ۱ ۱ 
۱ 1 


انیا - هر گاه جوو را ازمعادلهٌ مثلثاتی بدست آوریم خواهیم داشت 
۲--(۱ 1 ۳۲ ۳ 
(21۲-۱ :)۲ -۱(۲ کر اه ۲) 
چنانکه می ینید مثل آن است که در تابع به‌جای »زر مقدار 4-۱ م۲ را فرار داده باشیم و 
و ۱ 
چونم > 6 > هپس ۱ یک 26 «/ه جک یعنی ۲ بک > 6-۲۱ ۲ > ۱دیا۳ > » > ۱ تغييررمي کندپس 


باید اعداد ۳و راباریشه‌های معادلهٌدرجا‌دوم ه < ۲ - (۳۲ ۲۲۳۵-٩۲‏ ) -- ۲ عروور مقایسه کنيم . 


ص 


لق 
۳ 


وه 1 


03 2 


9 ِ-- ۹ ۵ نس -- | ۲۳۲ 
۲ ۲ 
۱ 
۱ 


1 ریثه‌ندارد >>> 


جواب ندارد يك‌جو اب قا بل فبول 


ندارد 
> *-۱ فا که 
۳ ی 1 0 نت ۲ ۳ 
۱۳۱ 


نمر رن 
ال - دروجود وعلامت زر بندهای هريك ازمهاد !دهایزیر وقتی که بار امتر نغیر کنداز روی 
نکن منحنی ببحث کند. ۱ 
نج ۴ 1۵ ۴6 - ۱(۲-- ۲ ۲ ) )۱ 
۱ را از ۲ (۱ ۱0 (۲ 


۰ ۱۷۸۲ ۲-۲۷۲۷ (۲ - ۱5) (۳ 
لیام هر يك از منحنی‌های زیر را با حول 7-0 ۷ فطع نمودهطول ماط برخورد را با 


اعداد ۲ بت و ۱عت و ۱ مقّا یسك کنند. 


۲-۲-۱ ۳ ۴ ۲ )و۳ 
٩( ۲۲-۵۲‏ ارآ و ٩‏ 
(۲ -- )(۱ - ) ِ ۲« 5 
(۴ سس )(۳ و / 0 لو (۶ 
۱۲ >د) ت )4 _ ِ 1 )۸ 
۲ -- ۲ ا ۱ ۲۱ 


ح- اعداد م و را باریشدهای هريك از ممادلدهای زیر وقتی که پارامتر ردو تغییر کند 
مقایسه کنید. 
< 0 پ ‏ ۱ست ۵ کت ۱1۲ ۲ 36( ۱ و )ور (۱۵ 
ال و ۱-- 0 ۰ ه (۱ و0 ۲ (1۱ - ۱(:۲ - 10 ) (۱۱ 
و سس 0 هت (۳0 )۲۲ ۲۵۵ ۱ (۱۲ 


(< 8 و ۲ حی6 وت ۴ ۲04 ۲۱0۵۱۲ و0 (۱۳ 


۴- ماد له درجه دوم زیر مفروض است: 
هد ( ۴ ۸ ۷ (۵ - ۳1۵) ۲ 6( 10 -- ۱) 
۱ در وجود وعلامت ریشه‌های معادلةٌ فوق وقتی که بار امتر هجو تغبیر کند بحث کنید. 
۲ فرض کنیم 0« درفاصله‌ای است که دوريشة معادله مثبت است . تحقیق کنید که طولو تر 
متلت قائم الزاویه‌ای که اضلا ع مجاوربه زاویةٌ قائمه‌اش به‌طو لهای "دار زریشه‌های معاد له)هستند 


ديعي ست از 0 به صورت ِ- سس اع (۳۱ ۱ 


۲[( --۱ 1 


۱۳۲ 


۲ ا۱ كِثِ« ۳ ۳ ۲ ‌ ۱ 
۳( .هو سس من دول تیر ات 5۱ ك-۳ ۳ نما سس ۳ تپ (1۱)۱۲۱ 
.-- در تعداد ر بشدها وعلامت ر شدای معاد له در جه سوم زد بر و قتی که بار امتر۸ تعیر 
یاب یحت کر د راز روی‌شکل منحعی ) 


هه ایا (۱- بد) 
ٍ"_ معاأد له د بر معر وض ارت ۰ 


وا ۱ ۵ ۴ ۱۵۲۰ ۱۲) 


وه ۳ سب - ۰ 
هر گاه دیرزو دا 6 ب بنامیم به کم منحنی تمایش ما دید اب 


جنان‌تعیین کنید که معادلهٌ مثلثا تی بالا دارای ریشه باشد. 

۷" معادلهٌ ه جوز ۴ سا کر رز نو ۴ 6 وروی (۱ -- 9 ) که در ن 0 پر سر است 
مفروض است: 

در تمداد ریشه‌های معادله که بين (ه و ۲۶) است وقتی که پارامتر 190 تفییر مسی کند 


۳ 
راهنماثی : جوورا برابر قر ارداده منحنی (62) نمایش آ) خی ۷ را رسم و ار 


روی‌آن نتیجه را تحمّبق کنید. 
موی 7 
تعیین نعداد د.شه‌ها وحل قرببی معادلةٌ درجه سوم 

۱۳-۳ هقدمه: هر جند ریشه‌های معادلةً درجه سوم ه -- (5)] دابوسله فرمو لهایی بر 
حسب ضرایب مادله تعیین نموده‌ا ند و لی جون ریشه‌ها معمو لا بهصورتر ادیکا لهای مر کب با 
شماره‌های ریشکی ۲و۳ بدست آمده‌اند » درمورد معادله‌هایی که ضرایبشان حصسرفی نبوده و 
اعداد حقیقی مشخص باشند می تو آن ریشه‌ها را بطور تقریبی به دست آودد .در زیر پس از ذکر 
دو نکته: راه بدست آوردن ریشه‌های تقریبی معاد له به چند روش بیان می‌شود. 

۱۴-۴۳ - کته ٩‏ - هر گاه تابع (»)] عت .در فاصلاً [ 9 ,] معبن‌وپیوسته بوده و 
در يك جهت سیر کند (فقط صعودی با فقط نزو لی باشد) و (,1)5 و (,5)] دارای علامتهای 
مختلف باشند» حتماً معادلهٌ ه عب (عر)] در فاصلاً مذ کور يك ریشه دار 

ذیرا مطابق شکل مثلا اگر ه>(,5)] و 0,(<<۰) چون تابع در فاصلا 9٩‏ 
صعودی است هر گاه نقطةٌ متفیر !1۷ به طول و روی منحنی از هر به طرک و] تغیر مکان دهد. 


۱۳۴ 


8 ),۱(( 


((6؟ ۸ 
بمنی بو آن ریاد شود ۷ آن نیز مرتباً زیاد می‌شود وجون عرض آن ابندا منفی دسس در ([مثت 
شده‌است وتابع ۶ پیوسته است ناچار در فاصلةٌ مذ کور يك‌جا صقر خو اهدشد ومعادلة ه ع< (ع8)5 
در فاصله [,د, عو] يك ریشه دارد. 

۲« ۱۵ - نکته ۲- تعیین تعداد ریشه‌های معادلهٌ درجهٌ سوم ه < ()] 

ابتدا مشتق تابع (ع)] و را که رک سه‌جمله‌ای درجه دوم خواهد شد تعیین و مین 
مشتق یعنی ۸ داتعیین می کنیم؛ 

الف.- هر گاه ه > ۸۵ باشد مشتق همواره دارای يك علامت ( مگر درريشة مضاعف معادله 

درحالت ه ح ۸۵ ) و با لنتیجه تایع ()۶<- ۲ در يك جهت تغییر می کند وچون از مه سس اون - 

(یا از مه( تاصه- برحسب آن که ضریب درجه سوم مثبت یامنفی باشد ) در يك جهت سیر 

می‌کند. ناجار معادله يك ريشه دارد. 

ب: ه حز ۵ دراین‌صورت‌مشتق دارای دوريشه وتایم دار ای‌يك‌ما کز یمم‌ويكمی نیموم‌است: 
اگر ما کزیمم و می‌نیموم دارای يك علامت باشندءه به سهو لت از روی جدول تغییر ات تابع 
معلوم می‌شود که ه ت (:) يك ریشه دازد. 

اگر ما کز یمم و. می‌نیموم دارای علامتهای مختلف باشند (به سهولت از ردی جدول 
تغییر ات‌دیده می‌شود) که معادلهٌ ه < (:5)] داری سه ريشه است. اک ماکزیمم یا می‌نیموم 
صفر باشد ( از روی‌جدول تغییرات مشاهده می‌شود) معادله دادای دوریشه است یکی مضاعف 
( که حود به خود بدست آمده ) ویکی ساده است. 

برای اینکه مطلب روشن شود به مثا لهای ذیل توجه نمائید. 

مثأل ۱- تعیین تعداد ریشه‌های معادل؛ ن ح ۲-۵ ۲ یر یو 

تابم ۲۱۲-۵ ۲+ ۲و "وود و را در نظر گرفته مشتقآن ۳۲-۲-۲۲ عت ۷ را 


که در آن ۸۵ منفی است بدست‌می آودیم پس مشتق همواره مثیت است . 


 - 0 4 ۵‏ زا 
یپ ۲ 
۵ سل[ ج‌ مج - |7۷ 


۱ ۱۳۴ 


چون ۲ همواره صعودی و از همم - تا مه سل تغییر کرده است پس معادله ناچار يك 
ریشه دارد . 
ثال ؟- تین تعداد ربشه‌های معا د لهٌ: سس ۳ و آ ال او 
تابع ۳و6 یواست بت 7و را در نظرمی گیریم: 
تا بع نزو لی هو > و سس 2-2۱-۵۰ ۸ 1 ۴ سس و۷ ۲و۳ بت و 
۱ 


٩۳ 1 0‏ < 
1 
فِ-- ۷ 0 ۲۱1 
معادله يك ريشه دارد. 
مثال ۳- تمعیین تعداد ریشه‌های معادل: ۲1-۳-۲۲ )۳ یر 
تا بم ۴ - و۳ ۲4و۲۳ بو را درنظر می گیریم: 
تابع صعودی ۷ سب هد ۸ ) ۶۳۰ ۳۲۲ عحت 7و 
و سل | سب 0 - | > 
با ه ِ َ 
0 1 مر ۵ 7 ۸ 
معاد له يك ریشة(۱ سح عر) دارد. 
مثال ۴- تعیین تعداد ریشه‌های معادله: هت 94۲-۱۷۱ 


تابع ۱۲۹1۱ رح بو را در نظر می گیر یم 
۲ دح رت هت ۳۱۲ نت ۳۲۲-۱۲ 57 


1 -- 0 ۲ ۲ 1 0 


قوس 0 4 1 


مه له هم ۵ ب ۷ ل#م 0 -- ۲ 


با تو جه به جدول بالا و انکته ۱ ملاحظه می‌ شود که معاد له فسوق سه ريشه دارد به 
این شر ح: 
راو کتک و ۲( نک 


مثال۵- تعیین تعداد ریشه‌های معادله: هس ۵ ۱ -- ۳2۲ یز 
۳و و و فراعت 17 


و 1 ۱ سب -- ار 
و سا و 4 ۲ 
ما مر هم ید ۲ هم 06 -- | 


با توجه به جدول بالا ملاحظه می‌شود که معادلاً فوق فقط يك ريشة ۱ > دارد. 
مثال ۲- تعیین تعداد ریشه‌های معادلةٌ : و بت ۳۲ وت یو 
۷ تست ۲و۳ تا و ۳۲ وتات برع 7 

چنان که دیده می‌شود ۴ جح "رسد جر (زیرا محور رها برمنحتی‌مماس‌است) و ه>""ز است 


که می‌توانآنرا دقیما بدستآوردکه ۲ - -- "یر می‌شود. 


2 ( - 0۵ 0 ۴ 0 


و تب و حِ ۳ 
مه لا شم و ی ۳۲ .تم من سه | ۲ 


۳ - ۱۶ - حالت کلی بحث در تعداد زر بثه‌عای معادل9 درجة سوم .. معادلة درجهةٌ سوم 


کلی : 
ه ع 0 )و 8۲ 


را با تبدیل ره مي تو ان به معادله‌ای به‌صورت زيردر آورد: 
ه سج ی ۳-0 
بنا براین‌کافی است که در تعداد ریشه‌های معادله‌ای از نو غ اخیر بحث کنيم . 
برای بحث در تعداد ریشه‌های معادلهً درجة سوم: 
() " هت و04( 
بناپه نکتهٌ ۲» تغییرات تابم زیر را بردسی می کنیم : 
(۲) . 0۶1 ۲ ۷ 


مشتق این تابع می‌شود : 
(۳). +۳۷ ۷ 
هر گاه ۰ <ر 0 معا دلهة ه حد 0 -- ۲و۳ ريشة حفیفی ندارد و۲7 شمواره میت است. 
۱۳۶ 


همچنین هر گاه ۰ ۲0 باشد ؛ مشتق در ازای ه -- و صفر می‌شود اما تغییر علامت نمی دهد و 
به ازای هعرعر همواره مثیت است.بنا براین در حالته << ۵ تایم (۲) همواده صعودی است 
ونحتی نمایش تابع فقط دريك نقطه محور رها را قطم می کند.یعنی هر گاه ه چ ور معادلة (۱) 
فط يك ريشه دارد. 

هر گاه > مشتق درازای دومقدار,:د و ,:ر صفر شده و تغییرعلامت میدهد . 
در اين حالت تابع (۲) يك ما کزیمم و يك می‌نیمم دارد ۰ اگر و ,۲ نقطه‌های نظیر 
ما کز یمم و می‌نیمم باشند باید معلوم کنیم که چه موفع این دو نقطه در يك طرف محور رها و 
چه موق در دوطرف آن قرار دارند . 

بافرض (, و ]۱ و (,۲ و ,)01 ازسادلة هعج + و۳ نتیجه می‌شود که: 


1 


(۴( پ و و دح ,۲,۲ 


و از معادلاً (۲) خواهيم داشت: 
رورم )بو 
۲۲۱ با 6 ]رک ۳ سل( ج) <ب ۲ 
0۲۱ ,تا )06ص بط ۱)(,ع 005 
با توچه به راطه‌ه‌ای (۴) داریم: 


مب لب ۲۲ ۲ 
2 


هر گاه 0۳-1-۲۷۲۰ ۴ در این‌صورت ه <ر, ,7 پس 97 و ۷ همعلامتند و دونقطة 
, و ,]۷ در يك طرف محور >" واقعند . در اين حالت منحنی تابع (۲) فقط در يك‌نقطه 
محور »ار دا قطع می کند و معادلةٌ (۱) فقط يك ریشه دارد. 

همرگاه ۲۷۲-۰ + ۴۲ در این صورت ه ,۲۲7 و حدافل یکی از دو مقدار 
۷ برابر صفر است . پس متحنی نمایش تابع در يك ناطه برمحور >" مماس و در يك 
نقطةٌ دیسر آن را قطع می‌کند . در این حالت معادله (۱) بك ريشةٌ مضاعف و يك «يشة 
ساده دارو . 

هر گاه 4+۷۰ ۴0۲ در این‌صورت ه > ,۲,۷۲ و دولقطهٌ 11 و ,]۷ در دوطرف 
محور "و واقعند و منحنی نمایش ابع (۲) يا محور و در سه نقطه متلاقی است . دداین 
حالت ممعادلهٌ (۱) سه ریثه دارد . 

خلاصلا بحث ‏ با توجه به اينکه اگر < باشد 0۳-۲۲۷۲ ۴ نیز مثبت خواهد بود. 
بحث در تعداد ریشه‌های معادلهٌ ۰ و 01 4 1 به‌صورت‌زیر خلاصه می‌شود: 

۱۳۷۲ 


الف - اگر ۲۷۲۰ ۴0۲-4 , معادله ففّط يك ريشهٌ حمیمقی دارد . 

پا اگر و ۲۵۳۲۷۲ » به‌فرض ع< معادله يك ريشة حفقی مضاعف و يكث 
ریثةٌ حقیقی‌ساده دارد . وهر گاه ه سد و در این صورته د ی و معادله بهصورت ه < آعر است. 

ج- اگر ه>۲ 4-۲۷ ۴۳ ۰ معادله سه ريشةٌ حفیقی دارد. 

تىصرهُ -٩‏ از روی نمودار تابع (۲) در هريك از حالتهای سه‌کانهٌ بالا به ساد کسی 
می‌توان از دوی علامت لٍ علامت ریشه يا ریثه‌های معادله را نیز تعیین کرد. 

تبصرةٌ ۲- بعضی‌از معادله‌های درجة سوم را با تبدیلی غیراز دا بر می توان 
ب‌صورت معادله‌(ی‌ار نوع (۱) در آورد . به مثال زیر توجه کنید. 

مثال - بحث در تعداد ریشه‌های معادلهٌ درسعةً «و): 

و و کت , 


۲ / 
۲ فرص << ۸ دار یم: 


۱ ۳ 
۳ هداد 
وب 
بحث را به‌صورت جدول زیر خلاصه می کنیم : 
مه 1+ 0 ۴ سب 00 سب 1۳0 
سِ ۱ تس 0 سپ ۴۷ 
بلگ ريشه ساده ۱ سه ر بشه ۱ يك ره ساده تمد اد ریشه‌ها 


يك‌ريشة ساده و يك يكريشهةٌ ساده و يلك 
ریشه مضاعف ریثهٌ مضاعتف 
۱۷-۲- تعیین ز بشه‌های لقریبی معادله درجا سوم از راه تقر یبهای متوالی- با توجه 
به دو نکته‌ای که در ابندای این بخش ذکر کردیم ؛ فرض کنیم بدانیم معادله يك ریشه بين دو مقدار 
۶ ۵ > دارد » ینی ما )9 <م(+)؟ و بخو اهیم آن ريشه را با تقر یب به‌عصوصی 
پیدا کنیم . 


ابتدا به جای و عدد دلخواهی مانند , »1 که در فاصلهٌ ]6 ۲ ,5 باشد قر ار ميا.هيم » 


1۳۸ 


اگر احیانأ( :د)] صفرشد که ,> خحود ريشة معادله است . اما اگر(,)] صفر نبود مثبت یا 
منفی می باشد . لا اگر >( )8 معلوم می‌شود معادله يك دیشه بين ۷ , ,۶ دارد زیر | 
0(>۰ 9 ۰<ر( ,)1 به همین تر تیب اعداد دیگری دا امتحان می کنیم (ابتدا اعداد درست 


تامو فعی که دیشه بین دو عدد متوالی باشد » سپس اعداد اعشاری ) تا مثلا به موردی برسیم که 


داشته باشیم : >(0 4 8-1-۱ 


۳ )۶ ب با لعکس  (‏ عددی درست است) دد این 


8 5 اه ,2 
و - ريثة تفریی معادله تا > تقریب نقسانی و 


ب - ورب .. ۱ 
مقداد تقریبی ریشه نا ۳۹ تقریب انافی است . 


حال ا گر خحواسته باشیم ديشةٌ معادله را تا 


۵ 6 ۱ ۵ ه ۱ 


می‌باشد » در فاصلة مد کور به »و مقادیر مختلف می‌دهیم 0 به موردی بسرسیم که مثلا داشته 


نیم >( گ)» و نی 2 ؟ ("و عددی درست است) دراین‌صورت دادیم : 


۱ 
و 


۱ 
ريشة تقر یبی نقصانی معادله و ۳۱" هر ربشه تفر یبی اضافی تا 


۱ ۰ 0 ۱۰۵ ۰۰ 


ِ ۱ 
می‌باشد. به‌همین ترئیب با تقریبهای دیکر 


۱ ۵ ۰0 0 ۱0 00 


تفریب 


۰ ...» می تو آن‌بههر | ندازه که‌نعو استه 
باشیم به ریشه نزديك شویم ۰ 
توجه : هر گاه معادله‌ای دارای يك ریشهٌ گویا باشد و آن دا از این داه حل کنیم و مثله 


۰ 1 


مثال -٩‏ حل مفادلة بت ۲( سب ۳ ۲ پر 
تابع ۳-۷۲ -۲رت ۷ را در نظر می گیریم . دار یم: ۳و۳ ارو 
وه 4 ۱ - 0 مب | 
سل 0 س_ 0 ٍِ_ 7 
7 
ما ما وت یا فلت رم تا 

۱۳۹ 


با توجه به‌جدول می بنيم که معادله فقط يلكريشة ۱ یو دارد. حال عددی مثلا ۵ را انتخاب و 
(۵)؟ را حساب میکنيم : 
>> چت ۵۸۰ -<(۵)] و ۵۴*۰ -(۱)] 

حال مثلا (۲)۲ را محاسبه می کنیم خواهد شد. »۵۰ - <(6)۲ پس دیله معادله 
>> ۲ می باشد. برای (۳)]دادیم: 

> -<(8)۳ پس خواهیم‌داشت: ۵ >> ۳. اکنون عدد ۴ را امتحان‌می کنیم 

ه ع< (۴)] پس ريشهة معادله عدد ۴ است. 

مثال ۲- تعیین ریشه‌های معادلهٌ ه س ع - بو - آهو تا اه تقریب نقصانی. 


)و۳ - )زد ۷ 


۷ ۳۲-۳ 

هه 4 ۱ ٍ- مه - | 
+ و بسا ما 2 

وم -ل 7 ۴ سب ۷ ۸ سب رم هو 


با توجه به‌جدول می‌بینیم معادله فقط يك‌ديشة ۱< یر دارد.حال عددی مانند ۳ دا که از ۱ 
بزر گتراست‌امتحان می کنیم» ۶۰ ۰-۱۷۲ (۳)] پس معادله يك‌ریشه درفاصلةً ۱>>۲۳ دادد» 
ذیرا 1)۱(>۵. 
حال عدد ۷ راامتحان می کنیم : ۴۰ -- عد (8)۲ پس >>> ۲ 
عدد دلخواه ۴ ۲ راکه بین ۳ و ۲ است امتحان می کنیم: 
> > حجته ۰ ۰/۶۲۴ (1)۲۴ 
عدد ۲,۳ را امتحان مي کنیم: 
>> حجت 2-۰۷۲۳ (۶)۲۳ 
بنابراین ۲۸۳ <یو ريشهة معادله با ۱, ه تقریب نقصانی است. 
مثال ۳- تعیین ریشه‌های معادلة ه حد ۳-+-۲و۳- بر تا ۱ ه تفریب نقصانی 
۳۳۲۲۳ یوعد 7و 


۳۲۲-۶ ارو 
هه + ۲ 0 6 - 1 


با توجه به جدول مشاهده می‌شود معادله سه ريشه دارد: 
رم و کتک و ۲ 
که هر کدام را می‌توان مطابق آنچه دربالا گفته شد بدستآورد. 
مثلا ديشة > داتعیین می کنیم: > ۱- -<(۱--) و چون ه <۰(2)) است پس : 
> 
حال (ه۵ره-)] را حساب می‌ کنيم: ۵(<<۰,ه-)1 پس‌نتیجه می‌شود: 
۵ >> ۱ سب 
حال ‏ (۰,۷-)] دا تین می‌کنیم : ۰ (۰,۷-)] پس خواهیم داشت: 
۷ سح >> ۱ سب 
حال  ۰,٩‏ -)] را بدست می‌آودیم : 0/۹(>۰-)1 پس داریم: 
۷ >> سب 
حال . (۸ره-) دا حتاب میکیم : . <(۸ ,۰ -)؟ پس‌دایم 


۸ >> سب 
بنا براین یکی از ر بشه‌ها 2۹ , 2 با تفر یب ۰/۱ مصابی خحو اهد بود. به همین تر تیب 
می‌تو ان دوريشةً دیکر را حساب کرد . 
مثلا برای ديشة ۲ کم > دادیم هح ۲حد(0)] و ۰< ۱(<۱)] پس: 
>> و داریم: 


۵ >> << 1)۱/۵(>۰ 
۵۵ حسه 1)۱/۳(2۰ 
>> -. 1)۱/۴(>۰ 


پس ريشة دیگر معادله ۳ 2.۱ با ۱, ه تقریب نقصانی است: 
به همین ترتیب ريشةٌ ۲ << را حساب می کنیم تا بدست ! بد. 
۶.2۲۵ 

۱۸-۲ تعیین ر یشه‌های معادله از روش و ترها( روش لاگرانز) 

فرض کنیم تابم (عد)] ‏ بو در فاصلهٌ [,» و ,] معین و پیوسته و یکنوا ( یافقط صعودی 
با فقط نزو لی) باشد ودثلا >( )۲ و ۰ <ر (1)] باشد. بدیهی است معاد له ه << (1)16 
يك ريش بین ,و 2 دارد. 

۱۴۱ 


سر سح 


حالوتر ۸13 دا دسم نموده معادلةً خط ۸3 دا می‌نویسيم: 
(86*۱-(10۳ _ _ (,۳)- ۲ 
» ۳ با 
اگر طول برخورد خحط ۸ با محود پرها ,و باشد داریم: 
>( ۷ 5 
سره( 
حال(,8)؟ دا از معادلاً ()]<۷ تعیین می کنیم تا عرض ,هر که مثلا درشکل منفی 
است» بدستآید. ,و محل برخورد ؟], ۸ بامحوروها دا با كمك دابطة (۱) که ددآن ,2 
همان ,و می‌باشد بدست می آودیم تا ,8 بدست ] بد: 
(,8)]- (( 
به این‌تر ثیب ,8 به لطهٌ ز) نزديك‌می‌شود ءاینقدر عمل را ادامه می‌دهیم تا بیشتر به‌ريشة 
واقعی نزديك شویم وبا هر تاریب که بخواهیم ریشه در اختار مایاشد. 
مثال- حل معادلةً ه -- ۳-۵ - ۳و باروش و ترها 


۳۳۹ 


7۱ 2 ۳۲۲-۳ 

مد 41 ۱ ۱ مب مج 
هب ۰ ۷ ۲ 

مه 1 ۳ ۷ با ۳ 2 مه - 


۱۴ 


مسج سپس ورپ 


جنانکه د بدو می‌شود معاد له دط يك ربشهة ۱ 2 دار د: 


جح 
۳۳ با ه << ۱۳ << (۳)] 
ار فرمول (۱) استفاده می کنيم : 
۱ : ۳۳ )( ۲ ۳ 
< (, 8)] جست 2-۲۱۸۷ و چب ۷-۳ ۲ 8 
۱۳-۳ 
> -- ۱۸۷-۰ ۲)] 
(۱۱۰۱--)(۳۰-۲۱۱۸۷) 
سس ۱۸۷ ح< م, 2 
چت ۲/۲۵ ,و چ ۱۳-۲ ۳ 
۶ - ۲۵(<۲, ۲)] 
پس دادیم: ۳>> ۲/۲۵ 
(۰۸۳۶-)(۲۵/ ۲ ۲) 
۷ - م8۸ ۱ 2۳ 
۳ -- -- (۲,۲۷)] << (,:1)8 چ 
( ۷ ۷ << , 8 
۷۵ سح م8 ده سب ۱۳/۹۳ ۲/ ۱ 
۵ - -< (۵ ۲۷ 1)۲< (م2)] چس 
/۲۸ 
۷ وچ (۲۵۹۹۵ ۲ ۲۷۵ ۲و 


۱۳/۰۵ 
بنا بر این ريشهة تفر یبی تصا نی معا د له ۷ < عد مي با شد. 


٩-۳‏ ٩-روش‏ مماس‌ها (ردش نیو تن)- ا گر تا بح (۶)) < ۲ در فا صلة [ و *] معین 


وپیوسته ویکنوا(فقط صعودی یا فقط نزولی) باشد و بدانیم (ل5)] و(5)] مختلف العلامت 
هستنه مثلا مطا بق شکل‌های زير 


۱۴۳ 


5(>۰)) و * <()] مماس در ۲ (شکل ۱ بر ماحجنی محورو دا را در 
نقصد ی به طول ,8 بين ب> د > فطع می‌کند. برای تمیین ,م معادلهٌ مماس در ژا بر منحنی دا 
می نو :سیم : (,- بر) ( )۱۳ - (,)] - بو که در اژاء هد و و ‏ هحت ۶ دار یم : 

,۱ سح باس و. حال نقطةً ,9 را روی منحنی به‌طول ‏ ه و به عرض (,)1 تعیین 


93۳ 
مجدداً مماس بر 13 را رسم می‌کنیم "تا محور پوها را در نفطه‌ای به طول ,۵ قطم کند که 


4 
۳ 


طول آن را زرط لاس و و یدست‌هی آود یم و بههمین تر تیب عمل را ادامه‌می‌دهيم 
(,ه) ۶ 
تا هرچه بیشتر به ریش واقعی معادله که در فاصلاً [,عد د ,«] است نزديك شویم. 
اوجه ‏ در شکل (۱) مماس را در شروع حل مسئله از 3] رسم کردیم زیر! ا گر از ر 
دسم می کردیم محل برخورد مماس بامحور »دها حارج [, »رد 5] می‌بود. بسرعکس در شکل 
(۲) باید مماس را از هر دسم نمودکه طول برخورد آن با محوریدها یعتی ,8 در فاصلة 
[,ع< و ,] باشد. در آن‌صورت در رابطةٌ (۱) به جای ‏ عد مقدار ,عر دا فراد می‌دهيم تا 
(0 _ 
(,)۲۲ 
بطور کلی اگر "و در فاصلةٌ ] ,و و و[ مثبت باشد (تقعر منحنی به طرف جهت مثبت 
توها باشد شکل ۱) مماس را درنقطة 8 که‌عرض آن (۶)5,(<<۰) عثبت است دسم می کنیم. 
وا گر "و مشتی‌ثانی ددفاصل ], ود ,عد[ منفی باشد ( تقعرمنحنی به طرف جهت منفی 7زها 
باشد شکل۲) مماس دادد نقطٌ ۵ که ه>(,)] عرض آن منفی است دسم می کنیم. 
مثال: حل معادلةً ه ح< ۵ - و۳ یر باروش مماسها (قبلا با روش وترها حل کرده‌ایم) 


6 < 2 بلاست آید. 


9 و ۳۳ و و ا و۳-آووعت 7 


0 سل ۱ ك جه | 
و اس هم اب | 
م0 ساب مر ۷سب پا ات ری مه - و 


۱۳< (۳)] و ۲>۰- << (۶)۲ 
پس ععادله دار ای يك ريسهةٌ بزر کتر از ۲ می‌باشد. چون ۷ در فاصلة)] مه 1و ه [مثبت است‌پس 
مشتق ثانی درفاصلةٌ ]۲ و ۲[ نیز مثبت است وباید مماس دا در نقطةٌ به طول۳ که عرضش مثبت 
است رسم کرد . 

نا براین دررابطة لا و جا و 
براین دررابطه سب سس مرح و به جای , زر عدد ۳ راقراد می‌دهیم. 
(.د) ۲ 
۱۳۴ 


)۳( ۳ 
۴ 


۸ 2 2 جح 


2 ۷۶ 210۲۴۵۸۲ (,2)] حوعح )۲۳ ۵ 4 
۵ 2 (۲۴۵۸) - (,۲۰)۵ 
نم ۳/۸/۳۷ 
۲۷۵۸۱۵۱۲۵ ,2 
2-۲۰( ۲۹۴ 8)۲ سح 1 
۳/۳ سا وی ۳ 
2 ۳۲ 
۱ / 0 
۲ 2 چ لت ۲/۲۹۴۳« ,۵ 
۰۰۷( /۹۳۵" 
۲ ۱۲۷۹۲2۰ ۲)۲ 
5 7 ۴ 
۲ ۲ ۲۷۹۰۲ ۲) ۳ (ج۵) ۲ 
 ۸‏ -۰ ۲۸۲۷۹۲ سح م2 


۲ ۱۵ 
پس دريشة تقریبی اضافی معادله می‌شود: ۲۷۹۱ 2-۲ 1 
تبصره بضی مواقع ریشه‌های تقریبی .ك معادلدرا مشترکاً از روش‌وتردا ومماسها که‌یکی 
تقرییی نقصانی ودیگری اضافی‌است تعیین می کنند و به ريشة واقعی‌معادله بیشتر نزديك می‌شو ند 
که از ذکر آن خود داری می‌شود. 
۲۰-۴۲ روابط بین ضرایب و دیشه‌ای معادل درجه سوم- هر گاه معادلة درجهةّ سوم 
ه حد ل 1 عم +۲ رو 4 2۲ 
دادای ریشه‌ه‌ای حتیقی ,و ,5 و + باشد چند جمله‌ای ۵0 +۲6۲ و( ۵ بر 
لا ع) و لا )و (,- ) بخش پد بر است وداریم: 
0 و( )( )لا 5ا) 8 
باساده کردن طرف اول ومتحد کردن دو طرف خواهیم داشت: 
<< [ مک لسع( کم سکس بان ک) اد ما عا) - اش 
ی و ۱ ۳ ۲۱ 9 
بنابراین خواهیم داشت: ۳۹ وا 


۰ 
که 


0 
سح حت م کم کلام کا 
8 


۱۳۵ 


وحم س_س_س_ 


ستلال- ره ع بین صرایب و ریته‌های معادلهٌ درحه سوم ه‌ ۲ ۵ بو عرار تنداز. 
اس ری سوواط اه م۳ و۲ ۳ 
لهر تن 
معلوم کنید هريك از معادلدهای زير چندرینه دارد. سس مقدار تفرسی ریشه‌های هر معاد له 


را 5 ۰:۸ تفریب بدست ]ور بد. 


نس ۳۲-۱۲ - ۳ (۲ هس ۲۱۲و و (۱ 
ه ۳ ۳۲-۵4 ۳ (۴ ۵ ۲۲ و (۳ 
نس لت ایو یو (۶ وت ۱ 1 ۳۰ و (۵ 


۷- معادلة هس او اواج هب ۳۸۲۲ - ۲و مفروض است. 
۱ الف. تحقیق کنید که اين معاد له به ازای جمیج مقادیر پارامتر و دارای سهر يشة حقیقی است. 
ب. روابط بین ضرایب و ریثه‌ها را بنویسید و تحقیق کنید معادلهٌ فوف همواره دارأی‌دو 
رنه منفی ويك ريثة مثبت است. 
۸- با استفاده از روابط بین ضر ایب وریشه‌های يك معادلةً درجه سوم دستگاه سه معادلة 
سه مجهولی زیر دا حل کنید: 


ه < او ۵14۵۲241 1 16 
م < "ر[ -4 ۲2 4 و > 
هت آن و2 ای تون( چز 
4- معادلةً درجهٌ سوم ه ع ۲ ۳۲۲-۲۱0 - یز مفروض است. 
الف - حدود پارامترووو را چنان تعیین کنید که معادلةً فوق دارای سه یا دو یا يك ديشة 


حتیقی باشد. 
ب به اژای 2۱ 110 و ۱ - -- ۱( ریشه‌های معادله زا بدست آورید. 


جح به ازای۲ --- ۲ ریشهةه نار یبی معادله را تا ۰/۰۱ تفر یب شصانی بدست اورید. 
د - پارامتر 0و را چنان تعیین کنید که یکی از ریشه‌های معادله دو برا بر قرينهٌ دیگری‌باشد. 


(, ۲۶ > م 6) 


۱۴۶ 


نصل ۳ 


دیفر انسیل و انتگر ال 


دیفرانسیل 

فرش کید که تا ۱ 
دارای مشتق اد ۴ ی ۲۳۹6۷ د اصلا و ه] سین و در اعد اد بط 
ی 4 . ار در نقطه ,ر به عد نموی به اندازة برش بد ۲ ه‌ِ رد ۲ , 12 
خواهد کرد. می‌تو انیم بنو پسیم : ۳ سوی با ب 
و لک وش و چا با با 


چون ؟ در لمّطهٌ متق پذی و 
مشتی پذیر فرش شده است دادیم : 


رد۲6 ( 


لذاوقتیر۵ را کوج زیم ۵۷ 
چکتر و کوچکتر سازيم رم به (,ع) "8 نزدیکترو نزدیکترمیث 
۹ ۳ ۹ وت می‌شود وبرای 
و۵ 
۲ ۳۹ عم (,)۱] 
(2) سح( )] - 
و ۹ ۶( ,)۲ < ۰.۵۲ (۲) 
3 9 را 8 بنامیم بنا به (۱) دادیم : 
۱ ۱ رز حد 
۱ ۸ 
۵-۲( 6) "] سح 
۱ (,) 1 (,1)56- 
سس (۷) و (۲) دیدهمی‌شود که اگر و دا که نمی ۲ ۳ ۱ (۳ 
کنیم حطائی به اندازة 0 مررتکب خواهیم شده واین خط با کوچت شد ۳ اختیار 
با مو 1 حك خو اهدشد. 


۳ ۳۳ ۳ ۰ ۰ ۵ 
ر حتیتت حتی خطای اسبی 9 متفر میل می ند 


معمولاً محاسبه ظ کاري دشو اد است » درحا لیکه محاسیة ۸( )"۴ بادد دست‌داشتن, ‏ 
و ع۵ کاری ساده‌تر است دبه کار بردن >1:,(۵)"] بجای ۸۷ حجم محاسبات را کم می کند. 
در بحث فوق اندیس ه دا در »ر برای بیان اين منظور که 1 درطول بحث ثابت است بکار 
بردیم. البته بر می تواند هر نقطه‌ای که تا بع‌در آن مشتق پذیراست باشد. وقتی‌این استتباط ایجادشد» 
دیگر لزومی به نوشتن ندیس ه نیست و می‌توان مطالب فوق را در هر نقطه عد که تابع مشتق 
پذیر است نوشت. ۱ 
توجه کنید که پرویرش به هم وا بسته نیستند وبرای هرید ثابت در (1 عددیدش می‌تواند هر 
مقداری باشد که :(] »۲/۸ . در اين حالت رابطه (۲) به‌صورت زیردرمی آید: 
(عد) ۲]عح(<)؟ - (عشا()ع ۵ 49 
داز دوی آن می‌توان نوشت : 
اش (د) - (۳) مجح( عرش )1 )۳ 
این مطا لب معمولا دریکی از دومورد زیر به کار می‌آیند؛ 
۱ - مقدار تایمی و مقدار مشتق آن را در نقطه‌ای » مثلا ,عز » می‌دانيم و می‌خواهیم در 
نزدیکی و مجاورت ,»1 مقادیر تابع دا تخمین بز نیم. 
۲- محاسیه مقدار تابع و مشتق آن در نقطه‌ای:مثلا ,> آسان هستند ولی محاسبه مقادیر تابع 
در نزدیکی و مجاورت ,6 پیچیده و دشوار می باشند و گاهی‌اوقات عملا غیر ممکن است . 
مثا لهای زیراین مطا لب دا نشان می‌دهند : 
مثال ٩‏ - فرض کنید که دستور تابع ۶ را نمی‌شناسیم ولی به‌طریقی‌بی برده‌ايم (مثلا ازروی 
منحنی نمایش ۴ ) که مقدار تابم ] در نقطهٌ ۲ ,»و برابر ۱ مس و مقدار مشتق آن در »وابرابر 


۳ است. می‌خو اهیم مقادیر ] را در نزدیکی , حلس بز نیم. 
حل : فرض کنید که بو نفطه‌ای نزديك به ۲ و به صورت ۲-۲-۵5 باشد . بنا به رابطةٌ (۳) 


دایم : (۲) ٩4-۶‏ (۲ )مج( ۵+ 10۲ 
و یا (- 2۵ ۵تح۸۵(2-٩۲)۲‏ 
پس مثلا مقدار تا بم در ۱/۹2۲/۰۱ بطود تفریبی چنین‌اند 
۷- :۶)۱/۹(22 ۰/۹۷ ۶۴)۲/۰۱(22 
مثال ۲ - مریمی فلزی به ثماع ۱۰متر دا گرم کرده ایم و دد اثر گرما اضلاع مربع 
یه‌اندازه يك سانتیمتر بزر گك شده‌اند .مقدار تقریبی مساحت مربع دا پس از گرم شدن 
حساب کتید . 


۱۳۸ 


حل : ا گر (ع) ٩‏ مساحت مربم به ضلم عد باشد ؛ آنوقت ۲ عد ()5 . دراین مساأله : 

٩۳)۱۰( ۰‏ و ۲۶۲ (عر) 5 و ۰/۰۱ دعر و ۱۰ عد بر اکنون بنابه رابطث(۳۴) داریم: 
۲ 2 ۱۰۰۸۰۲ ۵( ۱) 4 (۱۰) تجح( ۰ 8۱ 

پس مساحت مربم تقریباً به اندازة ۰/۲ متر مربع زیادشده است. مقدار واقعی اضافه ساحت 
2۱ ۰-۱۰۰ ۱۰/۰۱(۲) است که تفادت آن با آنچه تخمین زدیم ۷۱ و در نتیجه 
علدی کو چك است. 

حال مناسب است که تعریف زیر را بنمائیم : 

آعریف : فرض کنید که (:)8عد بو تابمی مشتق پذیر از »< باشد. مقداد 

)۵( 1! )( 

را که درآن ۶( و ۵ عددی دلخواه و حقیقی است دیفرانسیل تابع ۶ می‌نامند و یا0۶ 
با 07 نمایش می‌دهند. 

اکنون تابع »وعت ()]عد ب را در نظر می گیریم . درمودد این تابع دادیم 

۱<() "] و لذا 

اعد ۱۰۸۵ ع< 0 < ۲ 

در نتیجه »۵ عد یرل یعنی دیفراسیل متفیر مستقل بانمو آن یکی است لذا دابطة (۵) در 

مورد دیفرانسیل تابع (5)] ۲ دا می‌توان به صورت زیر نوشت 


() 1 ۲ 2 
۱ ۱ 1 
تبصره  -‏ فر کنید ( »2 )8 ۷ تابعی مشتق پذیر باشد. تا کنون نماد دابرای نشان 
دادن ۳ یا () ۲۳ بکار برده‌ایم ۰ ولی هیچگاه آن را به عضو ان يك کسر ( که صور تش 1 
مخرجش ول باشد ) تعییر نکسرده‌ایم. اکنون باتعریف دیفرانسیل می‌توان چنین تعییری برای 


8 
4 نمود و آن دا به عنوان يك کسر پنداشت» واين ثبیر تناقضی به باد نمی آودد » زیرا 


)3 _ بل 
٩ )(‏ 1 1 


حال به مثا لهای دیگری در مورد کار برد دیفرانسیل می‌پردازيم . 
مثال ۴- فرش‌می کنیم »اجه ح< (عد)] باشد. پس خو اهیم داشتت دومم عد(عد) "2 با در نظر 
گرفتن رابطةٌ تفریبی (۴) می‌توان چنین نوشت: 
وم با یی تحم( با )واه (۲۷ 


۱۳۹ 


دم 


سم 


حال اگر بخواهیم مقدار تقریبی "۴۶:بم را حساب‌کنيم اختیار می کنیم : 


۴۵ سور اجب ۱ عد 
دادیم 
-ه ۴۵-۱ ۴۶ 
ابنك با درنظر گرفتن این مقادیر دابطةٌ (۷) چنین می‌شود؛ 
۲ 6 8 
0+۹9 و 0 مر )و هه 
و از آنعا : ۱ 


۶ ۲ ۷۲ ه 
۰۱۷۴ ۰۷۱۱۱۱ ۱ امرس پر یپ لاب ۱7۰" 


نکته سب ا گر در فرمول (۷) فرش شود ه -- و و 0 »رل خواهیم داشت : 
انح 0 818 


یعنی! گر زاویه بسپار کوچك باشد اندازةٌ آن برحسب رادیان باسینوس آن زاویه تقریاً برایراست. 


همچنین | گر »و4 سد 4 (۳) چنین می‌شود : 


حال | گر ه - »و و »0 بر آ نو قت جوم شده و نتیجه جه یر ا گر اندازهٌ زاویه‌ای 
بسپار کوحك باشد اندازهُ آن برحسب رادیان با وه آن‌تقرییاً برایر است. 
در خطکش محاسبه زوایایی که اندازهٌ آنها کمتر از ۵ درجه و ۴۴ دقیقه است ‏ مقادیر 
سینوس و تانژانت آنها با اندازةٌ خود زاویه برحسب رادیان برابر گرفته می‌شود: 
(۰,۱-< ۴۴ , ۵هه) 
متال ۴ - اگر | (مد)] باشد » از (۴) نتیجه می‌شود ؛ 


*< ِِ پر[ عم ج و 


۵ << ۲۵( مک 1۱۰۵-۱۰4 
یٍ اگر جدر تقریبی ٩۸‏ را بخواهيمهه اعد یر و ۲ - هویم اختیار شده و خواهیم داشت: 


<< ۰/۱ -- ۱۵ - (۲ ) >« سر ط اعد ۱۵۰-۷ 


۲ ۰ ۰ 
۱۵۰ 


۳-۳ تعبیر هندسی دیفرانسیل س‌فرض می کنیم ()) منحنی نمایش تغییر ات‌تا بع مشتق پذیر 
(ر)۴ -- و باشد. نطهٌ داخواه (ا,)]۷] دا دوی‌این‌منحنی اختیار کرده ومماس برمنحنی‌دد این 
نقطه را رسم‌نموده و زاویة این‌مماس با جهت مثبت محودوها را یم می‌ناميم . چون فرض بر این 

‌ 
است که در این نقطةٌ ]1۷ تابع دادای مشتق معینی است پس نا متغیر مستقّا را به اندازة 


»و تغییر می‌دهيم نقطه نظیر ۵ دوی منحنی نقطه ,]۷ می‌شود که عرضش ۲+۵۲ 


است . 


(الف ) 


در مت ]۷۱۷[ : 

هو < ۷1۱۷ ] 1 
چون (5)]-- »وه ود ۸ ۱1۷ است پس؛ 

۸۲ ۶(۰) ]<< 1 ۷۲ 
ولی طبق تعریف دیفرانسیل: 07 <- 2۵1(:) 1 می‌باشد» پس: 

۲-- ] 1۷ 
و از آنحا: 
دیفراسیل تایع (5)] به ازای مقادیر مفردض و و رش برابر است با نمو عرضی خحط 
مماس درنقطه مفروض 1 برمنحنی (9)]- ۷ 


در شکل الف دیده می‌شود که: ۷ وشات ] ار 
نباید تصور کرد که همواره ۵ اذ ول بزر گتر است. به طوری که در شکل ب دیده 
می‌شود : 


ر> ۵۱ و 1۳-0۲ و ۲ ]ود 


۲-۲- فرمو لهای یافتن دیفرانسیل - يا درنظر گرفتن رابطة (ع۶) شماره ۱-۳ در زیر 
فرمو لهای دیفرانسیل توابم مختلقی را که تا کنون دیده‌ايم یاد آور می‌شویم : 
۰< (0)6 (۱ 
۱۵۱ 


0)( -- 

با - ۷+ وال ( ۲-۷۱۷ 00-4 

( ع متداری است ثابت ) ۷ 2 (0)6۷ 
1-۷0 00۲ -< ( 1610۰۷ 
نا رز (0)(۳ 


تاتصب --(۳) 0 


( ع مقداری است ثابت ) «0--(۳) 3 


00۷/۵۱ 


تِ (/۱ 1 
۳ 1۱ 


0): ۲ ( << 0 


01)60110( << -- ۵ 


۱ 
۳ م۹ 
صح - دمع9 ) ۵ ( )01 


۱ 

) تست هنن موه - > (۱۱ 0)6019 
0 

)860۷0( 2 


- نت (0 06090606 


مر .ین 


۳ 


دیفر انسیل توابع دیر را محاسه کند: 
۸-۸ - ۳۲ عت لو 
۳ وا ۲و۳ 
۳ ول ۳ 
۲( ۹۱6 ایو 1 ۲۲) ع- ( 


جر 4 ۸6۲ -- ۲۲ 1 1 


۷ << 840 ۲ 


3 


۱۰( 


۱۱( 
۱۲( 


۷-09 (۶ 
مب 
9 (۷ 


و۱ < ۲ (۸ 
4- جذد تقرییی ۱/۶۳۰ د ۷۶۲۵ و ۱/۷۳۰ دا بیایید زبا استفاده از دیفرانیل). 
۰ به كمك دیفر انسیل مقداد تقریبی 


و ۲ ۴۲و0۵ و ۷۶و و ۲۳۳وو را 
تا بند, 


درستی روابط دیر رابابت کنید. 


۴ 
۲۱۳۱۹0 ۲ 
ص -] («جیم) ۴۶٩4۲‏ - 0۲۱۶ (۱۱ 
۴1 


و [ ۲۳۳ (۲۲ وم ۲ )یمه ده 0 (۱۲ 


۴س لخست دا بت کند که 


(0)۵۲۰۱9 سپس درستی زایطه‌های زیر ز 
تا بت کنشد؛ 


> 
سس 4 رل و2۳ - [ 1 وان 5217 
5 6 2 [ 010 01587 
۳ ۲ ۷ ۳ 
مس و 4 1 سب ۰ ۳ سس 1 
۳۳ 4[ 2۵۳00 0۲۴۲ 


1 
۷ نخضست ثابت کنید سح (ر۱ :)0 سپس درستی ردابط زیر را 


ئایت کنید: 


( ۲6۳ ۲) < ۱ ۱-3 )3 الف 


یمه و ب 
۲1 ۱ ۹ ( 
۳۹۷ ۲ کیب ع 


انتگر ال امعیین 


ات (یشگفتازه در گفتار های ادن ف مس اذ این تببل رو بر و بودیم: 


۱۵۳ 


الف. تابعی مانند (ید)۳ مفروض است» مشتق این تابع یعنی (<)" ۳ (5)] را 


بیا ید . 
ب معادله يك منحنی (*)] - بو است. معادله ضریب زاویه‌ایه-ای مماسهای این 


تنم بعنی : 
٩۱ -- -"‏ 1 ِِِ» 
(0- ۳ 1 


دا ییا ید. در این کفتار با مسئلهٌ واردن اين اعمال رو برو هستیم. یعنی در این مبحث معادله ضریب 
راو بدایهای مماسهای بر #مجمی ۳ می‌ دهد و معاد له هنحئی را می‌خو اهند. با متتی بلك تأبع را 


می‌دهند وخود تابع را طلب می کنند. 

۳ ۵ -تعریف تابع اولیه - تابم (ع)۳] را يك تابع اولیةٌ تابع (ع۶)2 در فاصلةٌ [ گویند 
هر گاه درجمیم نقاط ] رابطٌ (:2)] <-(د) "۲ برقر ار باشد. 

مثال ۱- تابع ۴ () تابم اولیه ۷۱۷۲ ع< ()] است یر ا: 


6 
( 

مثال ۳- تا بح برومم عد (:د) ۳ تابع او له وم - ح ()) است زیرا: 
۳-۹ :۰ 


مثال ۳ - تابع»و۴ ۲و۳ < (ع)] معاد لأضریب زاویه‌ای‌های‌مماسهای بررمنحتی نمایش تابع 


۲-1-۲ < (۳)9] می‌باشد زیرا: 


۳۲-۷ -<(۲۷۲ یگ 


به آسانی دیده می‌شودکها گر (:)] يك تابع اولیه داشته باشد » آنگاه تابع اولیه‌های زیادی 
دارد . مثلا" در مثال ۱ توابع ۳-۲۱ ()۲۳ و ۱- ما (۳ و ۲۵ با ()۳ و 
به‌طور کلی 4-6 ۴و (۳)5 همگی تا بم‌او لیه‌های مختلف ۴۲۲ << ()] می باشند» و اختلوتآ نها 
درعددی ثابت‌می باشد. یعنی | گر (عد)۶و(عد) قٍ دوتا بعاولیه‌ی (د)] باشند.. 
»6 < () - () ۳ می باشد. 

زیرا طبق تعریف: ()1--() 4 و ()]ع< () ۳۲ 

و از آنجا: ۰<(<) 3 --()۲] 

اما ثابت می کنند که : هر گاه مشتق تابعی روی يك فاصله متحد صفرباشد» آنگاه آن تابع 
روی آن فاصله ثابت است. 


۱۳ 


پس باید (د)ش - (<) ۲ برابر مقداد ثابتی باشد تا مشتق آن یعنی (:د) "48 - ()"۳ 
متحد صفر گردد . 

مسأأله یافتن تابمی که مشتق آن (()۲ باشد ومساً له یاقتن تابعی که دیفرانسیل آن»د(د)۶ 
باشد هردو یکی هستند وجوابهای آنها مانند هم است. ازاین دوی میتوان عمل تابم اولیه گرفتن 
دا عکس عمل دیفرانسیل گیری نیز دانست . برای مشتق و دیفرانسیل نایم 8 به ترتیب نمادهای 
(8)۶ و ()] دا به کار برده‌ايم ؛ وئمادی که برای عکس این اعمال به کار برده می‌شود 
(1)2] می باشد که «انتگی‌ال د(:1)5» یا بطرر مختصر «انتگرال ۶» خوانده می‌شود و آن 
هريك ازتوابع اولیه ] است . اين نماد انتگرال تامعین نیز نامیده می‌شود (واژه نامعین در مقایل 
داژه مین در مورد انتگرال بکار برده می‌شود: که بعداً تقرياً با آن آشنا خواهید شد. )طبق تعریف 
نماد 8(<)] ] داریم: 

)]]0(82( <۶6۶( 


۶(05)] د (<۲)(0 )8 
وا گر ۳ يك تابم اولیٌ ] باشد آنوفت 
۵ +()۳ ع 0 ()؟ | عد 017 ز 
هدف ما دراین بخش یافتن انتگرال برعی از توابعی است که دراین کتاب خوانله‌ایم. 
البته لازم به تذ کر است که انتگر ال (یا تابع اوه ) هرتابعی را نمی‌توان به دست آورد. 
نخستین فرمولی که درباره انتگر الگیری توایم ادائه می‌دهیم عبارت است از: 
۱ - ور علدی است گویا ان 5 
۳4 ۳ 


۱ ۱ ایو ِ 
بر ای اثبات درستی‌فرمول بالا کافی است ار 9 دیمرانسیل بکیر یم و بینیم که بر !بر 


می‌شود. 


متال ۱- تعیین تابع او لیه ۵ج (یر)]. 
طبق فرمول خواهیم‌داشت 


۵ 
مثال ۲- تابع اولیه ۲ مر ۷ مي‌شود: 
<+ا + ۳ ۲ 
۵ ۵ کِ ری ۵ تسه 
و را نس 6 1 *1) ۳ ۷0 
ت‌ ط 
۵ 
۱2۵ 


مثال۴- ۳ بع او له ۱ ۳ < # می‌شود: 
لو 
۲۵ ۱ سس ی ۱ 
9 ۵ و۵ ر ‏ سس 
۵ ۵ 
‌- "۳ 1 ۱ 
مثال۴- تعیین تا بع‌او له ۵ --()1 
۵-۱ ۱ 
۱ _‌ س هس دم 
حح ۵ 
0 ِ ۷ ۵۱ » 


۳ 
مثال۵- محاسبةٌ انتگرال ۳ 
۵ 
۷ 


۳ 

1 
گ_ ‏ 5 1 
۵ »)۲ بر کر کر | دید ...۵ 


۳ +۴ 0 ۳ 
م۱۵ ۱۵ ت <-0 ۶ | -- 
۰+ 2 6 - 2 ۱ ۴۶ ۹ ۲ 
۱۵ 
ثمر ین 
تابع اولیة توابع زیر دا نسیت یه کر بایید. 
4۳ ۲( (۲ چ«ت () (۱ 
۹ ۱ 
00-۴ (۴ رد ()] (۳ 
۵ ۱ 
۷ ره ۳ (0) 1 (۵ 
--(5)] (۶ 252 
۳ 
از تساویهای یر 7 را محاسبه کنید: 
۳۹ ۷ (۸ ۳ 1۲ ۷ 
1۹ 4 


۱۵۶ 


۱۳۹۹ ۰-۳۴ _ و 

۹ 0 ۳ ت1 

0- ضریب زاویدای خطی که از نقاط(۵و 1-۴ و (۶و12)۲ می گذرد چقدراست؟ 
معادلهٌ این حط را بااستفاده از انتگرال بیابید . 


۹) 


۲- يك منحنی ازنقطاً (۲2۰) ۸ می گذرد و"معادلة ضریب زاویه‌ای آن آپرس 


است. معادلهً منحنی دا یا یید. 
۳ نو چند فرمول دیگر برای انتگرال گیری 
۱- انتگرال‌مجمو ع يا تفاضل چند جملاجبری برابر است با مجموع با تفاضل‌انتگرالهای 
يكايك آن جمله‌ها یعنی: 
 ])404+-87 -۷( < 004+ 0۴ - ۷‏ (۱) 
در رابطهٌ بالا و و چ و به تامهایی از متغیر مستقل مانند »ر می باشتد 


۲ و دی است ابت 80۷۲-80۲ (۲) 
۳- و عددی است‌گویا ۱۰+ و مدش - و10۳۵ ۳ 
اينك طی‌چند مثال زیر طرز یافتن‌انتگرال برخحی از تابعها را به كمك دستورهای بالانشان 

می‌دهیم : 
مثال ٩‏ - محامبةً : 

[ ۲۴)۳۶+ (۳ ۱ 


فرض‌می کنیم 0 1-۴ ۳ از آ نجا خواهیم داشت: 
0 ال جت ۳۵۲-00 
دز شجه: 
9 ۲۴۵۲ < ۲ ۴(۲-+۲۴)۳۶4 ۶ 
92-۳6 وود تا ۸ 0 < ۵ 


باقراد دادن مقدار وه خواهیم داشت: 
۴۸4-6 +۹4 ۳۶) ع< ۴(۲ ٩‏ ۳۶) ۲۴ ار 


۲۳۶ ت۷۳ 
4و۳ ) 


ل 


مثال ۲ محاسبة : 


۳ 


فرض می کنیم وا -< بح »و۲۷ از آنجا خحواهیم‌داشت: 


- ۳ << ۷ 5 --0 


۱ 
| _ - ) 
و 9 ۲( 9سا م۳ -) ۱ 
0 كت بت وا ٩‏ ۸۱ سس عحت 
واز آنچجا: 
+ ۱ ۱۳۹۶ 
۲۳۳۹ رس ۳2| 
مثال ۳ - محاسبةٌ : 


۱۳۶ 
27۳3 ۱ / 
۲(۳ - > ۷) ژر 


«ن-عل چحت 80 ۷ 


فرض می کنیم ۲ -< ۴ - ۷ از آنجا: 


۱ 
گ- ۱۴-0 
۵0 ۵ - ۷ ۳ ۱۳۹ 1 
۵ و 0 5 
۵ ۴(۳- ۱۷5) ۷ 
1 ۳ 
۵+ ۷/۵۲ سوب پر اس و 6 بت 
۵ ۵ 
مب 
۵ 
۰ ۵ 
سرانجم ‏ سس 1 
۴(۲ - > ۷) ۷ ۵ 
مثال ۴- محاسبه : (۳ج) _ 
۲-1-۶۷ 


سیت سو مت هت رو سس سوت . 


فرض می کنيم . وا 4۷وود ۳۳ از آنجا : 
۷۳۵ ۲ << 0( ۶ +۰ ۲۲) حت. آو۱ س ۷ و لآ یو 
۱ << 4۳(01-) . . 


)-۲ ۳( ۳ 

هل - - ۷ رو آک | 
سرانجام 1 

)۲۲(۵« 

ام ۵7 
مثال ۵ ه محاسبة : 

7 6 
1۳۱-۷ 


فرض می کنیم زا ۷ -- 1۱ از آنجا خواهیم داشت : 
0 -- .- 0 چجتت آوا ات ات آ وج ام ۱ 


(۲۱۵۵ )۲( ۱) معا 
0 ۳2-0 


۲ ۴ 
لام ادی۲۱- 00 ( ۲٩4۴۵۲۰-۲۱۵۴‏ ۳ حِ 


۲ 
6( تا الا -۲) وا سس ع< 


۴ ۳9-۲۱۲۶ 
پرو - 


۳۵4 ۱۵۱0۱۲4 ۱۵) نهک تس 
سر انجام ؛ 


1 


سم ۴ 
۳۱-6( + ۱0)۱- ۱۵]- 1۱ 72-۳ 


.__ -««ظ 
م۴۶۲۲ اه مت ع< 
مثال ۶ - محاسبهٌ : 
-- )( ۵ +4 ۲-4 ۲ -*[ 
فرض می کنیم و ۲ - یز از آنجا خواهیم داشت 
۷ جت 00-۲۲ << 16 


ِ 
٩-۲ ۵ ۱ (۲۱۱۰4۲۲۲۸۸4۲۲٩ ۵‏ 
جح ۵ ۲ نا رو ۲ سا ۱۱۲۱ ۱۱۲ ع سل ۱۱ 


ت 


۷ ۱2-1-۴۱۲۵ 
(۷ نه نا۴ نا) ز ‏ ۲(۱۳۹۲ - )(۵ ۲۲ - ) ز 
2 ۲ ۱۰ -ِ 


۷۱۰۲ ۱۱_۰۱ 


آ سل سست ۷ ۰.41 


۱۰ ۱:۱ 


(( ( 


مب 


۱۰۳ 


۲۲و ۲(۱۴4 ای ۲(۱۳۹ سس و) ( ۵ 4 و۲۲ - ۳) [ 


مد( ۹ ج +( س- 


۱۰ 


مر .ین 
انتگرالهای زیرر! حساب کنید : 
4۸ )1 (۱ 


0 
0 1 ) ۷ (۴ 


۳( ۳ 


۱/۱۳۰ ۱۳ 
۵ (۱ 


مت کت ۱۳ 
۷ 


۶( "7 

۷) - ۳۲-۸۱ 1-٩ (5 
۷ (4 

۷۷۲-۶ 


دزستی روابط زیررا ثابت کند : 
۲ ۳ )۸ 
6 < بل ۹ 
۷ ۷ ۷ 
رس سب ۷ ۲ ۲ ۳ ٩(‏ 


*(۱--۳۹) /1 
۱۱ وک ۱ لس 


مد اس ۳ (۱۰ 


ند یل ۱ 
+ 
۲۳۵ )۱۱۷ +2 -) | (۱۲ 
5 ۹ ۵ 
)1( اب 
۱ ۷ ۳ ژ 
م۲۵ سا ت۱۵( چ) | (۱۳ 


۲ ۱ 
0+ 1۷۷(۲ + مس ۳ ] (۱۴ 


۱ سب ِ 2 5 
۷ ۵( -۲عو) 1[ ۳ 


| ر‌ 


_ ۳ یی 


1 (۱۷ 
۳ 
۳ 
۲ 
1 یی و رز [۸ ۱ 
 _‏ ۷ . ۱۹ 
۱ - ۲( )۶ (۲۵۳-ه) 
۲ عل(۲+عر) 
.سس ۳ 
۷۱۰۰ (۴ ۳ کاس ۷ / 


۷-۳ مقدار ثابت | نتگر ال-در پیشگفتار ایسن مبحث ؛ دیدیم که يك تا بع دارای بنهایت 
انتگر ال يا تابع او له است که اختلای آنها در عدد ابت انتگر الگیری‌می باشد و به‌همین‌جهت 


: نوشتیم‎ 
[5 )(01<1])( ٩ 


این مقدار ثابت یعنی ی بادددست‌داشتن برخی اطلاعات در مورد تا بع قابل محاسبه است . به 


8 


۱۶۱ 


مثال زیر توجه کنید: 


مثال - مشتق تا بعی پرابر است با: 


۱ 1 
۲ 3 
۲۱۲-۱۸۲۰۸( 7 رن 


مطلوب است یافتن این تابع درصودتی که بدانیم مقدار این تابع به‌ازای ۱و برابر 


صفر است . 
حل- چون : 
۱ ۲ ۰ 1 
۱۸ ۲۱۲ سا ۴ 30 
از آنجا: 
۷( ۱۸۲ ۲۱۲۲ ۰ ۱۲۱۲) -- 0 
در نتیجه : 
 )۱۱۲۲ ۲۱۲-۱۸۲۰ (۷‏ عت ۷ 
پس : 


ماه 4 ۳۶۲-۷ عت ۷ 
طبق صورت مسلله به‌ازای ۱ دعر خواهيم داشت ه عد بو در نتیجه : 
تیچ مارا ۲۷ و 
سرانجام : 
4 و و ولا ۳ عت بو 
۸-۳ تعبیر هندسی عل‌د ثابت انتگر ال - این تعییر را با ذکر مثال زیر تفسیر می کنیم. 
پرمنحنی > ۲ باشد. 
0 
جون ۷۲6 داح : 
حل چون ۲ < .0 » پس 
۲ -< 07 
و از آنجا: 
۲-6 << 0۱ ۲۷ | عد 7 
حال : گربه‌جای م اعداد مختلف مانند ۲ و ۱ و ه و ۱ و ۲-- قراد دهیم‌خواهيم داشت: 
۲رع و چت ۲ دم 


ارب چت. دم 
۱۶۲ 


۲ 7و چه ‏ << م 
س آ 6عته ۲7 چت. ۱ حدم 
۲ اوح ۲7 جح ۲ - < عم 


۲ را 


۳ 


- 1 
- 


۶ 


این توابع مختلف متعلق به يك‌ها نواده از سهمی ها هستندکه محور ها را به ترتیب درنقاطی به 

عرض ۲ و اوه و ۱- و ۲ - قطع می‌کنند و به‌ازای يك مقدار ثابت برای > ضریب 

ز اویه‌ایهای مماس همگی آنها ثابت است. مثلا به‌ازای ۱ عد»ر ضریب ذاويةٌ مماس تمامی آنها 

۲ است. ار در این مثال‌اطلاعات دیکری‌داشته باشیم می‌توانیم عدد ثابت و تابع مربوطه را 

حساب کم . نثلاً !گر بدانیم به ازای ۱ < ره مقدار ۷ عدد ۳ است به دست می آوریم : 
6۲ جح 6 ۱-۲ع< ۳ 


ودد نتیجه ۲--۲ »راد و: 


نمرین 
هر يك از عبار تهای زير دیفرانسیل تابمی می باشند . این تابعها را با اطلاعات داده شده 


با بید . 


۱۶۳ 


دیفرانسیل 
۳۴ -:۲) (۱ 
>( ۵-4-1 ۲) (۲ 


۱ ۳ 
۳0 4 ) (۳ 
۵( 4-۱ و1۳) (۴ 


عد(۳ - ور آعر۴ -) (۵ 


9 ۳۱ 2۶ ۱ 
(۶) - مشق تابمی در نقطه ( ۷۲,:ر) را است. در صورتی که به ازای ه سح یو 
مقدار این تآیع ۱ باشد » اين تابع دا بیا بیك. 
۱(۲۲) ۲ (۲-۱) : جواب 


6 سس ۷۴ 
۳ ۲ ۲ 


(۷) - مشتق تابمی در نقطه (۲, عد) برایر است درصورتی که به ازای ۱ - 3 


مقدار اين تابع برایر ۲ باشد این تابع دا یا یید . 
۹ ۳(۲ - 7 ۷)-۴(۲ سح ید) ۷ : جواب 
که یر رد ۱ 2 ,که بدانم به‌ازای 
(۸) - درصودتی 37 با شل مقدار ۷ را با پیك : درصودبی بدا نیم ! 
۳ - »2 خواهیم داشت ۲ 2 ۷ 
۲۲-۲۵ +۲ : جواب 
(5) - مشتق‌تابمی ۴»ر- پو۱/۳ است . مطلوب است این تابع در صودتی‌که به ازای 
۳ -- و داشته باشیم ۲ << 1 


۳۱۲-۲۴ 
۳ است . مطلوب است این تایع در صودتی که به ازای 


(۱۰) - مشتق‌تابعی 


۴ و داشته‌باشيم ۱ < ۲ 
انتکرال معین 

تا کنون هرچه انتگرال دیده‌ایم » اصطلاحاً «انتگرال‌نامعین» نامیده می‌شوند . اينك از 
انتگرالهایی گفتگو خواهیم کرد که آنها دا «انتگرال معین» خواهیم نامید . دلیل این نامگذاری 
را درپایان این گنتار خو اهیدیافت. انتگرال ممین مفهومی است اساسی درریاضی د فيزيك‌ومکا نيكو 
سایر رشته‌های علوم. 


۱۶۴ 


۳س٩-‏ سطح زیر هنحنی مه فرض می کنیم منحنی (۷)نمایش هنلسی تابع پیوسته و غیر 
منفی (عد)] -< ۲ در فاصله‌ای باشد. فرض کنید که ۸ عرض نقطهٌ ا بتی ازاین منحنی در نقطه‌ای 
به‌طول وو]۳[۷ عرش متفیری از نقطةٌ متفیر ۳ واقع برمنحنی باشد , سطح محصور بين خطوط 
وه ر ۸3۲ و 1 وقوس 82 از شحنی دا 5 می‌ناميم . حال اگر عد نمو کوچکی مانند 
رل اختیار کند ۰ ۰۵5 یعنی نمو سطح » سطح محصور بین خطلوط ۷۲ و ۷۲۲ و ۸4 د 
قوس ۳00 ازننحنی است. طبق شکل بالا می‌توان چنین نوشت: 
1 سطح > 1۷۲۷۳۸ سطح >> ۳ ۷11۷12 سطح 
و از انحاء 
۸ ۷ > ۸>۵ ۷« ۸۳ (۱) 
(لوجه : دراین شکل ]1۷ و 0 به ترتیب عرضهای می‌نیمم و ما کزیمم مطلق‌تا بع ۶ 
روی فاصلةٌ [»و۸-, ] می‌باشند . درحالت کلی برای آن که دابطه‌ای نظیر (۱) بر تراد 
پاشد باید مستطیل داخلی رابه ارتفا ع می‌نیمم مطلق تابع دوی [۲۸۵-»,:] و مستطیل بیرو نی را 
به ارتفا ع ما کزیمم مطلق‌تابم ددی [ »۵+ ,»<] اختیار کرد .) 
طرفین‌نامساوی مضاعف بالا دا بر دق تشیم می‌کنيم (طبق‌شکل ه ده است‌و تفسیم بریدش 
جهت نامساوی را تغییر نمی‌دهد) : 


ند 
> وم > ۳ 


حال »و دا به‌سوی صفر میل می‌دهيم . چون 1۳ ابت است عرض 0) به سوی 11۳ 


۱۶۵ 


بزديك می‌شود(زیر | ۲ تأبمی است پیوسته). درنتیجه خواهیم داشت : 
زجاد! 
۳1 ۳( 9 
به همین تر تیب می‌توان برای حالت ۵>۰ بحث را دنبال کرد و به دست آورد که 


" (1]۳) < ود 


یعنی : ام ک وازآنجا رل ۷ کل وسرانجام : 5 
لذا می‌توان قضیه زیر را بیان کرد : 
۳سه اس قضیفب فرش کنید که تابع 6 در فاصلاً [ظ,ه] پیوسته و غیرمنفی باشد و 
> > و. فرض کنید (])5 مساحث سطح محصورد به منحتی نمایش ] ومحور » ها و حطوط 
و یو و ] یو باشد. آنوقت مشتق تابع 5 در هر نقطه برابر ۶ است یعنی 
[ط, 3] ۱۷۲ (۶)]- () "5 


حال فرض می کنیم کد: 16 () 1 ح 0( )1 زر 
هنگامی که > برابر و اختیاد شود سطح صفر است و لذا خواهیم داشت: 
0--(۵) ۳ عد ه )۳ ۷ 
و از آنجا: ()۳ -- 6 


حال اگر درا و[ اعتیار کنیم و(۳)۵-()۳ دا با 


7( ]شن دهم سطح مر بوط برابر خواهد بود با: 


ط 
م [(۳0۶] ع (۳)۵- (ط)۳ عع + (ط) ۳ (ط) 5 
یسی : 
۳سا اب قضیه مب فرض کید که "] تابم اولیه‌ای برای تابم پیوسته و غیرمنفی ۶ باشد . 
سطح‌محصور یين منحنی نماایش تفییر ات‌تایع (56)] س بوو محور رها و دو نوط به معادلهً 


و < رورا عد بر( به‌فرض << و) برابر است با: ۱ 
5٩-۲ )( -۳)۵( ۱‏ ۱ 


برسوم است که عدد ()۳ - (()۳ع-8 دا به شکل: 1 
()۶ | -5 
2 


۱۶۶ 


بتویسند و آن را چنین قرائّت کنند: 
« انتگرال 0() از و تا ط » 


5 


9 
واضح است که حاصل 0()] 1 عددی است معین و معلو م و به‌همین دلیل انتگرالهایی 
2 


طّ 
نظیر : ۶( )1 1 
8 


را انتگرال معين و سایر انتگرالها دا نامعین ناءگذاری می‌کنند. و و و را حسدود انتگرال 
معین می گویند .لازم به تذ کراست که مفهوم کلی اننگرال معین و انتگرال گیری چیز دیگری‌است 
ودر آن‌لازم نیست تا بع موردبحث پیوسته یاغیرمنفی باشد . مفهومانتگر ال معن را دردرسهای عالی تر 
ریاضی مورد بحث قراد می‌دهند وچیزی که مادراینجا به عنوان مساحت زير منحنی يك تایع غیر 
منفی و پیوسثه مورد بحث قراد دادیم به حالت خاصی از انتگر ال معين ارتباط پیدا می‌کند ومندار 
مساحت در این حالت همان انتگر ال معين تا بع و اهد شد. 

عدد ثا بت در محاسبةً انتگرالهای معین از بين میرود » زیر ا : 


5 ظ 
(ها )سوه (ماق + (9) ۲ [+(۴6]- 1 | 
2 


3 
وبه همین دلیل درمحاسبات انتگرالهای معین عدد ثا بت انتگرالگیری را نمی نو بستد . 
عا۵ +-۲عو- حت ۲۷ ومحوریوها وتحعطوط۱ -< یو و ۷ بو 
طبق گفتار با لا خواهیم داشت: 


۳ ۲ ۴ 


۴ 
]ید8 ( وود ب او ) ٩-]‏ 


۱ 
۳ ۷۵ ۷۵ #۶۳ -- ۵ ۱ هر ۰ ۸-۶۴ - 
سم باس )بت ) < 
یاهآ ودک در گفتارهای بعد مطالب بیشتری در مورد محامبةٌ مطح زیر منحنی و حجم 
حاصل از دودان منحتی حول محوروها یان خواهیم داشت. دراین گفتار هط به این مطلب 
اثاره می کنیم که ا گر برای محاسبةٌ انتگرال معین به تغیر متفیر نیأزمند شدیم باید حسدود 
انتگر الگیری را نیز تغییر دهیم. ( البته این مطلب احتیا ج به اثبات دارد ولی ما در اینجا آن 


۱۶۷۲ 


را بدون اثبات می‌پذيریم). 


مثال - محاسبة: 


(۷ ).۲ 
۵-1-۱ 7 ۳ 
فرض می کنیم ۵۱ 1 باشد. در نتیجه: 

رل چت ۲۷0۲ ۵0 جح لا ۵-۱ 


1۲-۷۱ ۱ 0-۱ 
سس ت‌ تحت ۲ مت 
۵ ۵ نت 


۴ ۱۵ 1 ۱ مت لا حت و چت. ۳ - و 
اه وچ ۰ حت رز 


سر انجام: 
<< ۱ ۷۱۵ > اچ<۳ < > ۱ 
0 1-۱ 

۲ ۴ ۲ ۵۲ هت (۲ - ر) ۲ 
سرد 

۱ ادن 1 

۱ ۴ ۹ص ۱0 
ایس[ - ای 

)6 ۲ بت 

(۱۲ ۲ رح 

نمر.بن 


انتگرالهای معین زیررا حساب کنید. 


7 
۱ )۳۳ ۴۲ ۲-۱ 
۳ 


۲ 
۲( ۱ ۹ 
۱ 


7۲ 
0 )۴۴ -- (۶ 
۱ 


۱۶۸ 


۲ 
> « *(1-۱ ۲عر) 1 (۴ 
۱ 


۲ 
7 (۲ + آ)د) 1 (۵ 


(۸-۳) ۲ 
تج ] ر 

0 1 ۴56 ۳-۱ 

۳ ) ۷ 
سس وی (۷ 

9 ۷4۹ 


۰ ۹ ۴ 
خیش _ 
انتگرال تابعهای مثلنات یم 
۲-۴ ۱- فرمو لهای اصلی- با توجه به فرمو لهای مشتق گیری از تا بعهای مثلثاتی داریم: 
 - 2۱0۰ ۷0 ۱‏ ( 00910 


01:12 ( 2 ۵ 


5 
0( ۲و-+۱) نا ۵۵۲۱۰ ( ۱ )٩‏ 0 


0 -- 
۷( ۲۱ 042م -1-  )۱‏ بسد ۳ 609600۰00 ( ها واهه)1 


از این فرمو لها بهتر تیب نتیجه خواهد شد: 
90-۵ - > 00 ۵۸۷۰ (۱) 


او 000 ۰ جوم | (۲) 


»۱11 -< 0۱0 ( 1-7۲1 1۳ ۰0۱0 دامع [ ۳۳ ۳۸( 


1 
09۱-6 - << 0۱ ( ۱و۵ ۱4 ول نا مهن 5 [ (۴ ۱ 
135 
از این فرمو لها در انتگرال گیری بسیاری از تا بعهای مثلثاتی استفاده می‌شود . به مثا لهای زیسر 
توجه کنید : 
مثال ۱ " محاسبة ۳ 


] << | 


5 ۳ ۱ 
فرض _ مي کنيم ‏ اعد و۳ ازآنجا ‏ 0 »رل ۰۲ نی 0 یرل ء در نتجه: 
۷۳4 


۱ 
۰ ۳ ماه فده ] ح< ‏ 


۱ 
مج | 
مثال ۲ د محاسه : 
| -1 


ء اس ۱ 
فرض می کنيم وا سح و۲ . از آنجا : ۲-0 و 0 << 0 : 
۱ ۱ 
مسق | تا ۲ | بانیم | [ 


1-6 ۲۶۲ ۱۳| 
مثال ۳ محاسنة: 
۲(0 "و4 ۲)۱ ] --1 


ه رب ۱ 
فرص می کنیم 0 حح ۴ . از انجا ۲ ول ودر بجه: 
۱ 
تون و۱۲ | سوق 4 (واو +۲۱ | 1 


0 2-0۴۱۲ 0 (: ۲۴و ۳۹ 
مثال۴- محاسبة : 


0-.- 
سل 
"917 


فرض ی کنیم 7-7 ۳ . از ] نیجا 0 دق یعنی : 


۷0 - 
1 ۳ 
سس سب ۹ ب ][ 
1 889 81۷ 
۳۸۵۱۲۱۰٩-۲‏ - ] 
مثال۵- محاسبة: 0 / ۱۸ [ 


فرض می کنیم نا موی درنتیجه و1 دورو می‌شود دازآ نجا: 


<< 1-۳ 2 ۰0100-1۲6 


وت ۱ 
ار ۸ ۵۹0۷ ۱۸ [ 


۱۷۰ 1و۳ ] 


هشال ۶- محاسبُ: | - [ 
نخست یادآور می‌شویم که دراین قیل مسائل اگر توان »هه فرد باشد دوش ذیر را 
می‌توان بکار برد و اگر توان آن زوح باشد باید روش دیگری ددپیش گرفت. 
۰ ۲( ۲3 ومع -- ۱) کت 06 ور برزی ۷ "اه [ 0 ۵۲و [ ] 
( "وه ۲ - "وین 1 ۱ << 
وم از ۲ -- >ا 0ج موه بوصم ] -- کنو اد 
ومه | ۲ -- عالطا چوک ومع زونه تست 
اينك فرض می کنیم »0 -< ومع باشد در نتیجه خواهیم داشت ۰ 01 ال »ارزو س 
و از انحا : 
۵ 


۰ تِِ- (00 -) گجا از ع >ر0 ۶ آدمه [ 
ن 


0۲ __ (00 -)آجا ‏ ع 1 آومه ز 


حال را در نظر گرفتن م۲6 << 6۷ تحو اهیم داشت: 


۲ > ۵ وم 


۱ ت 
وم 1-۴ ۱۵) 09۲ ل ۳ ِ ۵ وووم -- 2 [ 
۱۵۵0916 
مثال۷- محاسثة؛ -- ] 


نخست چنین می نو یسیم : 
وه دق رز و مدق( همه - 0۱( ۱ 7 


سپس با روشهای مثا لهای بالا عمل می کنیم» و اهیم داشت: 
زوس 9 2 ۲۳ زو | ۱۲ حت ] 


مثال۸- محاسبه : ۶ | ۲۶ - [ 
طبق مسئلةً بالا عمل می کنیم. چنین می‌شود: 


۱ 1-1-۱۸0۶ ۱۸ ۳۹ ۶ ۱0۲ ۲۶ومه | ۳۶ << [] 


۱۲ و 4 << 
مثال٩»‏ محاسبةٌ : وم / - [ 
انتگرال بالا دا می‌توان چنین نوشت؛ 
۳۹ 


۵( آهمه) / -- ۲0۲ آومه | ع- [ 


ن‌ 


ام ۱ ی م۱۰۷۳ ] ( - (۲۷ وم +۱) (] | -1 


۹+۹ | د ۱ آمیه | دیاین | 5 (- 


اس [ ۳ با ول 


ولی می‌توان چنین نوشت: 


یه ] + 9 0 (۴ممی + ۱ ۳ ۳ 


۱ ۱ 
۴ 669 - اس جح 
1 2 ۲ 


برای محاسبةٌ ۲0 "ومع کافی است آنرا چنین بنو پسیم : 
60۵۲( ۲۲ -۱) ]| ع :۲۱:0 ومو :۲ آومه [ عد :۲7 "وج ز 
۷ ۵۵9 ک ۲ ۲ من | - 4 :۲۱ هون | سس 


۲ ۲۷۲۵۵8 ز - ۲ مد 


برای محاسبه ۲0 ومم۷ هه فرض می‌کنيم ‏ وا ۲جاه _ باشد در نتیجه 
7 - ۷0و6۵ ۲ بوده وخواهیم داشت: 


0( ۷ سس ۳ 


ها 
دز نتیجه خو اهیم داشت : 
پ ۱ ۰ ۱/۱ ۳ 
4 4 ض هب | ود ام دس 


۳ ۱ ۳ ۱ ۵ 
6 ۲۱ 060 ات ۴1 هت لت ۱۷6 )۲ل- 6است حه 
/ ۳۸ 1 ۴ 3 ۱۶ 


- 
1/۳" 


مثاله !- محاسهة : 


رف 


انتگرال دا چنین می‌نویسیم 


۳۹۹ 
سس 9 
۳ "1 
۹ ۹4 9۴(" ۴( مه سس ۱) 5و 
جع عویهم - عفا 
* همم * همم 4 *ومه < بر آومن 


۳۹ 
مب بر ۵ سس ی 


حال فرض می کتیم که و -< موم باشددر نتبچه خواهیم داشت 8 - ۱ب 
و از انجا .: 


"1 ۳۷ ی 


سرانجام : 
۱ ۱ ۵ 
+( )۵ جح 
آ وم 1 
حفال ۱ اک محامیبة : 9( 


انتگرال را چنین می‌نويحيم : ۱ 
 )۱ ٩0۲-۱‏ - ۳0 آچ 
۰ 1-05 - و ۱) سس 


وف 


۳ ۱ 
مثال ۲ ۱- محاسب: > حت ][ 
۲( ۲ و۸ اوه > آود) | < 0 "وه ح ۱ 
۵ - 0(ع 1-۲ ۱)>< "وه ت 
با درنظر گرفتن مثال ۱۱ و فرض 0 < »دوه و از آنجا 0 > (:<۲وه+۱) خواهيم‌داشت: 
باوا- یواست[ 
مثال ۱۳- محاسه* ۱ 
انتکرال دا چنین می نو یسیم: ۱ 
<(۱ -- > آوامه )۱٩‏ ]| - 0 ۲ واهه [ 
1-6 اب زوامن -- دول | - ول (عد؟ وامه 1 ۱) ] عد 
مثال۱۴< محاسبة : 
6( ۲ 09ع - ۳ :)۰ ۲۱۲ -- آ[ 
>( ۲ ۲ ۳۲۰۵۵ ۵ ۲ -- ۲۱۲ ۲ ومی 1 ۳ آ و۵ )۰ ۱۲ا عد [ 


۱ ۱ (۲ 

0( هه - 88 سب ِ سل )۷ - 
۲ ۲ 

هه - بان مه سو هو همه بت ۷۱ - 


- ۶۰۵۵۵۴۲ ۰0-۶۰۵09۶04 ۱۲] ست 
| 
وس بووین ۰ ۲ ۱ روم ۲۴ ۱ وو یس۱0۵ سوه ۲ ۱ ][ 


ثمر.بن 
انتگرالهای زیر را محاسبه کنید 
(۲ (۱ 
وه | ۶ (۴ ۷ (۳ 
1-۰ 
مت ۲ 
رم [ ۶۱ 1 ۳ (۵ 
84 
رز )۸ ۳۰ (۷ 
5 ار (ه ۱ و زر ٩(‏ 
هر (۱۲ ۱۱۳ 


وف 


۱۳( ۱۳۴( 


>( 1-۰0۱0 ۱) واه ۷ (۱۶ ( و + ۸۸۵۲۸۱ (۱۵ 
۵ 1 
2 / ۶ (۱۸ جک ۶ 9 
61۲ 
۳ * 60۶9 ۲ او 2 ۲ 9 (۱۹ 
مه ۳ وی ۲۷ 5( 0۶۳ - ۸/۸۲ ۲۱(۴ 


درستی روابط زیر راثا بت کنید. 


عِ 


۱ 
608 و0 ۳ وم ۷ 


1 1 
1-0 ۱-1-01 ۷ سس (۲۴ 
۱-1 ۲۷ وه 


۲ ۳ 
مه ۵ -- اآ جع ۵۵ _ له ده 1 (۵ ۲ 


۲۳( ۳ 


۵ 


1 ۹ عم ۷ 

مب رموومه ۱ ۲۷ - > وامه (۲۶ 

۱ مه 
۱ ۳ ۳ ۳ ( تج | ۷۷ 
۵ ۵۵۵9۵ ۲ ۱۷۵۵۵۷ ۲* ۹۵۵9 اه ۱ 

1 وه 
مب # (۲۸ 

1۲ ۱ 


1-6 وا 3 ۶ واه ۳4 ۲٩(‏ 


5072 1 ۲۸ 


مسق یسوط (۳۰ 


۷ ۵ ۳ 
تن ح- «فدو [ (۳۱ 
> ۵۵0۳50 ۳ (۳۲ 
۵ #۴ ۲ 
ِِ_ ۳۳۹۹ ۲ ‌ِ/, 
عم ۳۳ ۷ ۱ ۷ ۳ (۳۳ 


۱۷۵ 


۷6 ۲ 


7۳ ۳۳۵ 


پ ۵ رس باه [ (۳۴ 


و و بازاوه بآ وا مومس و وت [ (۳۵ 


محل‌سبه سطح و حجم و موادد استعمال انتگرال معین 

۳ همحاسب؟ سطع بین‌منحنی ومحورطو لها - در گفتار انتگرال معین » اشاره کردیم که 
سطح محصور پین منحنی نمایش تغییرات تا بع (16)] 7و ومحوریرها و خطوط و »روو ع< ز 
(و<و) با دستور: 


و 
>( )۲ | -5 
۰ 
به دست می آید. البته در آنجا فرض براین بوه که حقه‌ار تابم نی (5) درفاصلةٌ [,و] بزر کتر 
یامساوی صفر باشد. نی داشتیم : » د (ع)]. ۱ 


اگر در فاصله [,] داشته باشیم : » بک (:)) و اگر ۳ تابع او لیه‌ای بر ای ۶ باشد » 
آنوفت ] نزولی بوده (زیرا مشتق آن نی ۶ منفی است ) ودر نتیجه علد 


ظ 
 -۳(-۴)۵(‏ 3( [ 
: 


منفی خواهد شد . اگر به همان روش حالت » << (عد)8 دراين حالت بحث کنیم خواهیم دید که 
این عدد منهای مساحت سطح بین منجحنی و میجور رها وخطرط و و و ور خواهد شد. 


۳۶ 


انتگر ال‌ممین برابر اندارةٌ سطح می‌شود: 
ط ۱ 
۵( | 9 
و 


پس اگر (عد)) در فاصلاٌ [و[رع] در چندین نقطه تغییر علامت دهد یا به‌گفتة بهتر در برحی. از 
فواصل ۰<(د)] د در برعی دیگر 1)(>0 باشد . (شکل صفحه قبل ) 

پاید مقدار انتگر ال معین دا ددهريك از فاصله‌ها جداگانه محاسبه نموده وقدرمطلق انتگر ال 
سجن اسمتهای والم درزیر محور طو لهادا بسقادیر انتگرال مین قسمتهای بالای محور ها افزود 
تاسطح کل بحصور به بنحنی و مور رها و خطوط وج بر و و[ عر به دست آید. 

مثال -٩۱‏ محاسبهةٌ سطح محصود بين منحنی نمایش تغیبر ات تابع: 

۲ ارس بو 
و محور رها ر حطوط ۲ ور و برد »و 
ا کر منحنی نمایش تغییرات و جدول مربوط به این تابع را رسم کنيم خواهیم داشت: 


وه 4 ۶ ۲ 0 ۲ سبه 0 -- با 


7 


7 
وک 7 
مر مر 
2۸4 | 7 
در ۶ #7 
مر 7 
2222 7 م7 ۳7 


۱۷۲ 


بهضوری که مشاهده می‌شود قسمتی از سطح که محصود است بین منحنی و محوریوها و خطوط 

۲ و۶ بالای محور عر ها قراردادد. این قسمت دا ٩‏ می‌نامیم ولی قسمتی ازسطح که 
محصور است بین منحنی و محور رها وقعطوط ع ع و و ۸ و زیرمحوروها قرار دارد و لذا 
برای محاسبه آن قدر مطلق انتگرال آن قسمت دا مي‌ياييم .این قسمت دا ,5 می‌نامیم وخواهیم 


ه 


داشت : 
ِ + ود -] و (۲ جرب ال -) - 5 


۲۸ ۴ ۸ ۳۱۶۲ 
و ۲۶ سح( ای -) ۹ص ی حً( 


۳۲ ۵۲ 
۳۲ 
۸ 
[ ۲+۳ 9 وس | )و01 (۳ -- »سل دوگ ۱ 
۶ 
کت ِ (1۳۱۸ اس )-( ۴ میت 1 
۱۴ ۱ ۷۴ 
ی ی 
در تیه 


سیم ,5 ,5 < 5 


مثال ۳- محاسبة سطح محصور پین منحنی نمایش تغییر ات ۳ 6 - ۲ و محور رها 


و حعطوط ه یر و ۲۵ << بر 


جون به ازای >> خواهیم داشت : ۰وروی و همچنین به‌ارای 7>>۲7 خو اهیم 


داشت 0>وزو پس خو اهیم داشت؛: 


چ۲ 17 
6 817 1 0۱-1 1 ۵19 ] -5 
7 0 


۱۷۸ 


ولی : 
3 7 
۲ 2-۱-1-۱ (ه و0ع -- ) -- 77و0ج سح | ]دنه 1 ر 


۲ ۲۳7 
7 ومه -1- 09۲ -- | ح [ 092 - ] | > ) با اه ۱ 
7 7 
2۲| ۱-۱ | 
و از آنحا: 
۴ 1-۲ ۲ - 5 
مثال ۳ : تعیین مساحت بیضی - می‌خو اهیم تعبین مساحت بیضی‌ای که به‌وسلهٌ معادلةٌ : 
"و ۲ 
اه 


داده شده‌است را به دست آوریم. درصفحه دستگاه 
محورهای مختصات دبع ییضی مورد بحث را 
بهو‌سیلهة شکل نشان داده‌ایم ۰ 

اگرم‌ساحت یضی‌دا به 5 بنامیم خو اهیم 


4 


داشت : 
0۳ 3 2۵ 
- ۲ 7-۷ و | 9-۴ 
كّ [ 
برای محاسبهةً این انتکرال تخیر متغیر می‌دهیم به‌صورت زیر: 
1 12 جت )بو ۷ 
7 
>> جت 8> 04 


7 


سب ] طسق سه؟ | 


ه‌ 0۵ 


2 
۴ بل او کج ظ ی 
3 


ج« 9 6 


۱۳۹ 


۱۴6-۳ سطح محصور بین دومنحنیه برای محاسبهةٌ سطح محصور ین منحنیهای نمایش 
تغییرات دوتابم (6د),1-- ۲ و (*):1- ۷ و خطوطع < عروو < عر که در آن (:۶ > ()۶ 
(طبق شکل چنین عمل می کنیم : 


5 9 ۰ 
():1 -- (),]] | 0 (د),؟ ]۲۵ ] -9 
8 8 2 


۲2۲ و ۷۰ > ۲ 
نخست طو لهای تقاط تقاطع دومسنحنی را می یا بیم : 


ات او و هد او جت. ۲و و کب ۲ ۷/۲ 


حال با توچه بهشکل دومنحنی که دربا لا رسم شده است وآنچه که در بالا دیده‌ایم خحواهیم 


داشت : 


۱ ۱ ۱ + 

۶( -- آعد) ] 3 » ]۱۵ | -و 
۱ ۱ ۲ 3 

<< 6 سب ] ___ مس ح- _۲ حس- 

-[ ( 9 ۳ 


ثمر.بن 
۳۹ مطلوب است محاسهة سطح محصور دن منحنی نمایش تغییر ات تا بع وس 2 5 


محور یرها. (جو اب ده ۱) 


۳۹ سطح محصور بین سحئی نمایش تغییر ات تابع ۲ات و و حل 2۸ ۲۷ و محوز ها 
را حساب کنید. (جواب << ۱۲) 


۲ سطح محصور بین نحنی نمایش تغییر ات تابع 1۲ وحط ۶ -- ۲ ۳ ساب 


کنید. (جو اب -) 
۴- سطح محصور بین هذلولی به معادلة ۲و سد بر و محور ها وحطوط و -- و و 
۲8 و را حسات کنند. (جواب < ۲ع,۳1ه) 
۵- مطلوب است محاسبةٌ سصح محصود ین یکی از طاق‌های منحنی هبو ع< ۲ و محور 
ها (جواب ح- ۲) 


۶ سطح محصور بين سهمی‌های »0 ۲ عت ۲ 7 و ۷ << ۲ 1 را حسات کنید. 


مب هی 


۷ تمام سطح محصور بين منحنی "ع- ب و حطهای << ۲ و << ۲ راحساب کنند. 


سبح 


۵-۳ ا- محاسته حجم بر خی از اجسام دواد فرض می کنیم تا بح (1)5 1۷ در فا صله 
[<,8] معین‌و پیرسته وغیررمنفی‌باشد . دراین گفتارمی‌خواهیم حجم حاصل از دوران سطح‌محصورد ین 
منحنی (4۵) نمایش تغییرات تابع ()1 -- ۲ ویحور ها وحطرط و و و و درحول 
محور رها را محاسیه کنیم . فرض کنبد که >> ود () ۷ حجم آن قسمت از جسم دوار 
باشد که پین صفحات عمود بر محور رها در نقاط به طول و و > واقع شده است . به.و موی 


به‌| ناه ۸ بدهید و فعلا فرض کنبد که ۸۵ عثبت است. آنوقت حجم آن قسمت‌از جسم دوار 
۱۸۱ 


که بین صفحات عمود پربحور عدها در تقاط به طول دور + وافع شده است برایر است با 
(ع) ۷ - (۵ )۷ ع< ۵۷ 

فرض کنید که(:د) ووو و ()]/1 به ترتیب می‌نیمم‌مطلی‌وما کزیمم‌مطلق‌تا بع؟ درفاصلاژ یرد ع] 
باشد. (برای توابع پیوسته‌ثابت می کنند که چنین ما کزیمم و می‌نیممی موجود است). آنوفت‌حجم 
۷7 از حجم استو انه به‌ارتفا ع »رل و شماع قاعده (عد)هو بزر گتر وازحجم استوانةًبه ارتفا ع »دا 
وشما ع قاعده(ع)]۱[ کمتر است . (به شکل مر اجعه شود) یی 

( ]71۷ > ۵۷ > ۵ ( )75۵۲ 
و چون بر »و2۵ نقسیم کنیم (عر مثبت فرش شده است ) دادیم : ۱ 

روم > کم هه () 


حال اگر »۵ را به‌سمت صفر میل دهیم» چون تابع ] در [1۸-,] پیوسته است 
ما کزیمم و می‌نیمم معلّی آن در اين فاصله یعنی (ع)]1۷ د (ع«)22 به سمت (:د)؟ میل کرده و لذا 


۹۹ 
حد دو طرف نامسا؛ بهای (۱) باهم برایر می‌شو ند . پس حد رم یز موجود بوده و برابر حد 


مشترله دو طرف (۱) یعنی (87)5 می شود یعنی 
۴۲ حد 
( 7 2 میرم 
به همین ترتیب می‌توان ثابت کرد که 
۲ حد 
() 71 رعجب- ۳۹ 


۳۹ 


سس خواهیم داشت 
۲ 1 
() 27 3 
و لذا ۲ 05() 7۲| < () ۷ 
حال اگر (عد) 7 تابع او لیه‌ای برای (:<) 7۲ باشد آنوفت دادیم ؛ 
)۳ (ع) ۱۷ 
وجون ه - (و) ۷ » پس (۳)8 - سدر) . لذ۱ا گر ۷ حجم جسم دوار حاصل باشددادیم 
( ۶ / [(۳0] (ه)۲ - (ط)۳ عد (ظ) ۷ << ۷ 
مشال ۱ -مطلوب است حجم حاصل از دوران سطح محصور بین منحنی نمایش تفییرات تابع 
۵ ووو- ۲راع بو ومحورپوها وخحطرط ۲۷ -< زر و ۴ یر حول محوریوها. 


طبق فرمول خو اهیم داشت: 
۲ ۲ ۳ بر ۲1 ۴ ۷ 
(۵ سٍ- عز ۶ سب ۳9 1) ۳2 سب 


یاه ۱۵ و کوا و۱۲ سک ]۶ ۷ 


۵ 
#۲( « ۱ 
را 7 سوت تا سب ۷ 


۱۲۰۴ 


۳ ۴۹۴۴ ۱ ۲۳ 
۸ )ها وه سب ۷ ۷ سب اج 


[(۱۲۰4+۵۰ تا 


ال - تعیین دستو ر ححهم کر ۵ »اد اه دایره‌ای که مسر کزش برمبداً مختصات منطیق 
بوده وشعاخش باشد عارت است از: 
۲7 -- ۲-۲ 
این دابره در دود نمَطه بدطو آهای بت ر‌ لد محجو ز ها ۳ تلع می کاد ا کر این دایره و با 


تصعه آن حول محو ز رها دوران کند کره به و جر د جو اد اورد. 1۹ دنور حجم کنره را 


ً 
می تو ان بدشکل زیر محاسرد دمو د؛ 


۳ 1۳ 
۲۸ -۲۸۲) سا وم [ ۷ 
-. - 


۱۸۳ 


4 ۳ 
مست ۷ 
- 


ی 


۱ ۱ ۱ ۹ 
مثال ۴- محاسةٌ حجم حاصل از دودان بیضی ۳ حول محود ها . 


معاد لس ییضی را می توان چنین نوشت: 


چون دو کرانةٌ یضی به‌طو لهای و -- بر و وچ -- - و هستند. پس: 


8 
۷ 1 ۲ 
2 


۳ 8 ۲ 
(- ۲)۵م ]| ۵۲۰( اه 
۰ مس 


۹ 


۱ ۹ ۸ "۱ 


۹9 
)ود | او 
) ۳ مب 16 ۳ 


مثا ز ۴ - مطلوب است محاسبةً حجم قطعه‌ای 

از کره‌به‌شعا ع1] که بين دوصفحه مو ازی محصور باشد 
چنین حجمی از دور ان مطحی که محصور است بین 
محور »رها و کمان ۵۲ از دایرة ۲10۲و دعر و 
خطوط و -- و (پاره خحط ۸۸۰) و «ل و (پاره‌عط 
") درحول محور ها حاصل می‌شود.پس نو اهیم 


داشت : 


1 ُ و9 9 
سرد 0۳ ] ۱۲9۲ ]+ ۷ 
8 ۱ 8 2 
۳ ۳ 


رطس مهم( ما و 


[ هه ۳ 


5 ۲( - )۲ مت 


۱4۴ 


مثال ۵- محاسبةٌ حجم حاصل از دوران سعلحی حول »جوز رها کد +جصدور ست بین تحط 


< ۲ ومحور وها وخحط و -- بر (حجم مخر وط ). 


طبق فرمول خو اهیم داشت: 


با در نظر گرفتن اينکه ووو همان 13 یعنی شعا ع فاعدة مخروط و و طول ار تفا ع آن است. 
۱ ۱ 
خواهیم داشت[ 71۱ ۷ که همان دستور هندسی محاسبه حجم مخروط است 
مثال ۶ محاسبةٌ حجم‌مخروط ناقص‌دو اری کدازدور ان سعلحمحصور بن تحط ۱0-۳0 عت ۲ 
محر رز ها و خحطوط --<- ٩:‏ و واحت و درحول محور ها بد یل می آید. 


طبق فرمول خواهیم داشت: 


طٌ ۱ 
( 1-۱۱ >( ) هت 1 


3 


سس 
- یسب 27 


۳۳ 
2 


- )۳۹( 
۳ ۳ ۶ ۳111 


بب ستفاده از اتحاد (واو لوط ه)(و )واه خواهیم داشت : 
0۵7-۱ +۱0۵ ۲ 


۳۵ ۳ 


[ (ظقصط) < (ص هص) ؟ (رص )۲ج ها هط ) ] ۷< 
[(۵ + مص) رم )+ (حلمص) ۲4( طاه)]( 2 ۷ 
ولی و - و برابر ارتفا ع مخروط ناقص است که در هندسه با وا نشان داده می‌شود و 
8 - « (طصو و ۸۸ ع<وبوو است که در هندسه به‌ترتیب با 8 و "1 یعنی 
شعاعهای دوقاعده شان داده می‌شوند. درنتیجه خواهيم داشت: 


۱8۱+ تم ۷ 


مر ین 


سطح محصور بین محور پرها و منحنی‌های دیر و حدود معین شده درهر يك‌را محاسه کید 


(۱۲ ح 5) ح دا ۶۳۲ ۲۳ات ۷ )۱ 


۱ 
(۳۱۰ - 3) ۵ ح ۶ و ۲ و ( ۳) ۲ ۲ ۲۱ 


۷ ۱ ۱ 
و ٍِِ بت ات سب ۲ات 
(5-۱7) ار و ‏ عا د ۲ 1 بح (۲ 
سطح محصور یین محور بو ها ومنحنی‌های زیروخطوط داده شده در هرقسمت را حساب 
٩(‏ - 5) ۳و و ۲ یر (۴ 
۱ 
2-۱۱ 5) مدا و احا و لت (۵ 
5 ۱ ۱ ۰ 
(۱/۲ ۳-۲ ۲-- 5) ۳ب و ۲ و رس یو (۶ 
سطح محور ۳ هر يت ار منحنی‌های دیر و محور ها را حسات کنید: 
۱ ۲ 
(۴--د) (۴-- ۱()۷- ۲) دود (۷ 
۱ 
سس اما 
1-۳۲-۷٩ (5 ۳‏ (۸ 
(8-۱7) ۲( و)وع و ٩(‏ 


۱۸۶ 


سطح محصور بین هريك از منحنی‌های زیر و حطوط داده شده را حساب کنید: . 


(8-۱۰) یا و ۲و۲ یرت (۱۰ 
(-اوع‌و) او وا وروت آوواحت ۷ (۱۱ 
(8-۴) ۴ سس و و۴ و۳ ارت ۲ (۱۲ 
(8-۴) او (۲ )اعد و (۱۳ 
(۲۵تته) ۲ ۲ آوات 2۴۳ (۱۴ 


(۷۰۵سو) ‏ م۱ وج او تس (۵ا 


سطح محصور ین دو منحنی داده شده در هريك اد مسایل دیر را حساب کنید: 


(ر-6) ریات ۲) وا و و( واواعت ۲ (۱۶ 
(-8) رج )و وفع و (۱۷ 
-8) ۱ 
۳۴ 

رک سو) تسایر و ۲ ۷۲ (۱۹ 


۲ 
(5<۴۱۳) ۲ پوس ما و و ۷ و۳ بات ۲ (۲۰ 
(3-۱۳۵) ۳ سوم سا ٩‏ اس زو و ۳ ۷۲ ۲ >۲ ح- ۲ (۲۱ 
۱ 
۳۳۹ ش< هبح تما رد ۳ ات سپس محر حیل حصد مس 0 
۲- سطح صور ین منحنی تمایش تفیترات ۲ب ۲ وخط هس ۲۱ ۴۲ ۱ 
۱ كپث۳ ۲ ۲۵ 
را محامبه کنید (راهنمائی ‏ یکی از نقاط تقاطع به طول مت و عرض پ است). 
[جواب - نقاط دیگر تقاط عبارتند از: 
۱ ۱ ۱ ۱۱ 
(۴ و +) و و؟) و 1۶ -5] 


۱۸۷ 


۱ ِّ۳ 
۳ سبطح محصور ین حط اج 7 و خحط ۴ سح یو و «حوریوها حول محو ر طو لها 


دوران می کند حجم حاصل ۳ حساب کنید. 


۹ 


(جواب ۶ ح- ۷) 
۴ «طح‌محصور بین‌منحنی نمایش تغییرات‌تابع 4۲دحد لو و خطوط ۱ -< ۷ و 2۴ 7 
حول محور بوها دوران می کند حجم حاصل را ساب کنند . 


بت 


۱۵7 
(جو اب << ۷) 


راهتماگی - ازدستو 737 ۴ - ۱۷ استفاده کنید :؛ 


حجم حاصل را محاسه کنیك. 


۸ 
(جو اب ۷۷۲7 - ۷) 


هريك از مطوح محصور بین منحنی و حطوط داده شده در زیر حول محور عوها دوران‌می کند 
حجم حاصل را ساب کنید. 


(۶۱۴۲۶< ۷) . هد و ور و ها ۱۲ 4۲۷ (۲۶ 


۲۸ 
۶ < ۷) ۱ بت 23 ,9 ۰-1 , » << 7۷ 9 ۲-۱ ۷ ۲۲ 


(۲7 - ۷) ۲ح لا و 20 ۲ و 1 -ت ۲ (۲۸ 
م۳ ۱ 

(۶< ۷) . هل و (۲ 7-06 ۲٩(‏ 

۷) »ح لا و (-۱)ع 7 (۳ 


7 ۱ 
لمع  )۷‏ ۴و و ات و 0 و < 1 (۲۱ 


هريك از سطو ح محصور ین منحنی وخحطوط داده شده دد. زیر حول محور توها دوران می کند. 
حجم حاصل را حسات کنید. 


(۱۸۶ ۷) ه 9 و ۲<ل و ۲-۴ (۳۲ 
۹ 
(۷ ۷) ۴ح و میا و ۶۷/۲۱ (۲۳ . 


۱۰1اد۰پ9۵3۵090۵0۵0۵0۵۰(ص(-(ص(<-_-_ عح«-_«_«۰--۰-_۰-__ُ 


۳ 
(7م ۷۶ ) ۲ زو هت ۲ وه 2 36 وه حه ۲ ۲/۲ لا ۳۷۱ 


۲ ۲ 

(۳۴۳-- ۷) ه با و ۲۲-۷۲ (۳۵ 
۳ 
رم ۷) عل و هو و اعا ات ۷ (۳۶ 
۳ 


۷) ۵ و و ۲< ۷ و ۰ << و 2۱ ۲ (۳۷ 


۸ در ظرفی به شکل یمکره به شعا ع ۱۳ سانتیمتر آب می‌ديزیم هنکامی که ارتفا عآب 
در داخعل ظرف به ۸م سانتیمتر برسد. حجمآب را حساب کنید. 
(جواب 2۶۱) 
۹- در ظرف کره‌ای شکل به قطر ه ۲ سانتیمتر برای نگاهداری ماهی به ارتفا ع ۱۸ 
سانتیمتر آب ریخته‌ايم حجم آب داخل ظرث را حساب کنید. 


(جواب "۲ ۱۲۹۶) 


